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Bei der Herausgabe dieses zweiten Bandes Encke'scher Ab- 
tiandlungen ist nach den gleichen Grundsätzen verfahren worden, 
wie beim vorhergehenden Bande. 

Das Formelmaterial wie die numerischen Anwendungen sind 
sorgfältigst geprüft, einige stylistische und sachliche Härten sind 
entfernt worden. 

Das zu der grolsen, aus drei Jahrbuch- Aufsätzen bestehenden, 
Abhandlung über die Methode der kleinsten Quadrate gegebene 
Inhaltsverzeichnifs dürfte sowohl demjenigen, der die Sache aus 
diesem Buche erlernen vwill, als auch jenen, die dasselbe zum 
gelegentlichen Nachschlagen benutzen, erwünscht sein. 

Am Schlüsse des Bandes findet sich eine den Berliner 
Monatsberichten von 1850 entnommene Notiz Encke's über die 
Begründung der Methode der kleinsten Quadrate. 

Für die gütige Ermächtigung zur Veröffentlichung derselben 
sage ich der Königlichen Akademie der Wissenschaften meinen 
verbindlichsten Dank. 

Berlin 1888, Juli. 

Oravelius. 
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lieber die 

Methode der kleinsten Quadrate. 

I. 

Bei der häufigen Anwendung der Methode der kleinsten 
Quadrate, oder der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Resultate 
von Beobachtungen, habe ich gehofft, dafs manchen Besitzern dieser 
Ephemeriden eine möglichst kurze und elementare Uebersicht der 
Sätze, auf welchen diese Methode beruht, verbunden mit den Vor- 
schriften, welche eine häufige Erfahrung mich als die bequemsten 
für die practische Anwendung erkennen liefs, nicht unwillkommen 
sein würde. Das folgende ist ein für diesen Zweck gemachter 
Auszug aus den Abhandlungen von Gaufs über diesen Gegenstand: 
Theoria motus corporum coelestium Lib. IL Sect. III., Disquisitio de 
dementis ellipiicis Palladis. Comment, Gottingens, recentiores Vol. I. 
1808—1811, V. Lindenau und Bohnenberger Zeitschrift für 
Astronomie und verwandte Wissenschaften Bd. I. pg. 185. sqq., 
Theoria Combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae. 
Comm. Gott, recent aus den Jahren 1821 und 1823. Pars. I. u. 11., 
verbunden mit den Bemerkungen, welche Bessel in den Funda- 
mentis Astronomiae pg. 18 und 116 und in der Abhandlung über 
den Olbers'schen Oometen darüber gemacht hat. Wenigstens wird 
kein Satz von einiger Erheblichkeit hier vorkommen, der nicht aus 
diesen Schriften entlehnt wäre; nur die Form der Beweise ist hin 
und wieder abgeändert worden, wie es der leichteren Uebersicht 
wegen angemessener schien. Eben deshalb habe ich auch geglaubt, 
die Citate der Stellen, wo die einzelnen Sätze vorkommen, weg- 
lassen zu dürfen. 

Encke's AbhandL ü. 1 
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2 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

Die classischen Arbeiten anderer Mathematiker, besonders von 
La place und Poisson, kommen in Hinsicht auf die Resultate 
vollkommen mit den hier gegebenen uberein. Nur die Form der 
Darstellung und die Art der Ableitung ist hauptsächlich aus dem 
Grunde verschieden, weil La place besonders den rein theoreti- 
schen Gesichtspunkt festgehalten und nur eine Anwendung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, unter so vielen andern, darin gesehen 
zu haben scheint. Bei der so seltenen, und ftlr die Ausbildung 
der neueren Astronomie so wichtig gewordenen, Verbindung der 
strengsten Theorie mit der glücklichsten Praxis bei den beiden 
obengenannten Astronomen, schien die Befolgung des von ihnen ein- 
geschlagenen Weges für die gegenwärtige Absicht vorzuziehen 
zu sein. 



Die Erfahrung lehrt, dafs auch bei der einfachsten Art von 
Beobachtungen, und der gröfsten Sorgfalt in der Entfernung aller 
solcher Umstände, die möglicherweise einen Irrthum veranlassen 
können, fortgesetzte Wiederholungen derselben Beobachtung stets 
etwas verschiedene Resultate finden lassen. Die Ursachen dieser 
Verschiedenheiten sind uns unbekannt, oder wenn man sie aus der 
UnvoUkommenheit unserer Instrumente und der Unsicherheit aller 
Wahrnehmungen durch die Sinne erklären will, doch wenigstens 
von der Art, dafs der Einflufs einer jeden einzelnen nicht der 
Rechnung unterworfen werden kann. Immer können wir indessen 
voraussetzen, dafs bei einer bestimmten Gattung von Beobach- 
tungen, sowohl die Anzahl der Fehlerquellen, als auch die Anzahl 
der Verbindungen, die sie unter sich eingehen können, eine und 
dieselbe bleibt, sowie auch dafs dieselbe bestimmte Verbindung, 
wenn sie wieder vorkommt, denselben Fehler erzeugt. Kennten 
wir die Zahl aller möglichen Verbindungen der Fehlerquellen, und 
wüfsten wir, wie oft solche Verbindungen, welche gleiche Fehler 
geben, unter dieser Zahl enthalten sind, so würden wir nach der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung a priori berechnen können, wie oft 
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lieber die Methode der kleinsten Quadrate. 3 

ein bestimmter Fehler bei einer gegebenen Anzahl von Beobach- 
tungen gesetzmäfsig vorkommen sollte, und könnten auch die 
Wahrscheinlichkeit berechnen, dafs er nicht seltener und nicht 
häufiger als eine anzugebende Anzahl von Malen statt fände. Bei 
der Unbekanntschaft mit den Ursachen wird es umgekehrt gestattet 
sein, die Wahrscheinlichkeitsrechnung aus der Erfahrung anzu- 
wenden, oder aus der Häufigkeit, mit der ein Fehler unter einer 
Anzahl angestellter Beobachtungen wirklich vorgekommen ist, zu 
schliefsen, wie oft er gesetzmäfsig hätte vorkommen sollen, und bei 
fortgesetzter Wiederholung künftig vorkommen wird. Diese An- 
wendung setzt nichts anders voraus, als dafs bei der fortgesetzten 
Wiederholung keine neue Fehlerquelle eingreift, die Anzahl der 
Fehlerquellen an sich, und ihrer Verbindungen unter einander, 
bleibt völlig unbestimmt. 

Unter der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Verbindung, 
oder aller der Verbindungen, die einen Fehler von bestimmter 
Gröfse erzeugen, versteht man das Verhältnifs der Anzahl solcher 
bestimmten Verbindungen zu der Zahl, welche alle möglichen Ver- 
bindungen überhaupt ausdrückt. Eben dieses Verhältnifs wird 
auch die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers A bedingen. Bezeichnet 
man diese Wahrscheinlichkeit, die nothwendig eine Function von A, 
und aufserdem noch von einer oder mehreren Constanten sein wird, 
welche sich auf die Gattung der Beobachtungen beziehen, allgemein 
durch y (A), so werden sich unter m beobachteten Fehlem, der Wahr- 
scheinlichkeit nach mq>{[s) Fehler von der Gröfse A befinden, und 
diese Bestimmung wird der Wahrheit um so näher kommen, je 
gröfser m ist, so dafs sich bei unbeschränkter Vergröfserung von m 
keine Gröfse angeben läfst, um welche der Werth mg>{^) von der 
wahren Anzahl der Fehler A verschieden sein dürfte. 

Auch bei dieser unbestimmten Bezeichnung lassen sich doch 
einige Eigenschaften der Function y(A) angeben. So wissen wir, 
dafs, bei jeder Gattung von Beobachtungen, die vorkommenden 
Fehler eine gewisse, wenn gleich scharf nicht anzugebende, Grenze 
in keinem Falle überschreiten können. Für A > a, abgesehen vom 

1* 
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4 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

Zeichen, wenn a den Werth dieser Grenze bezeichnet, wird folg- 
lich y(A) unmöglich oder = werden müssen. Ebenso liegt in der 
Voraussetzung der möglichsten Sorgfalt bei der Anstellung der 
Beobachtungen, und in der Annahme, die im Grunde allein die 
Sicherheit der Erfahrungswissenschaften verbürgen kann, dafs eine 
gröfsere Anzahl von Beobachtungen auch die Hoffnung eines ge- 
naueren Resultats gewährt, die Nothwendigkeit, dafs 9)(A) ein 
Maximum habe für A = 0, und für gleiche positive und negative 
Werthe gleich sei. Wäre nämlich dieses nicht der Fall, so würden 
bei fortgesetzter Wiederholung der Beobachtungen die Werthe der 
zu bestimmenden Gröfse, welche von der Wahrheit abweichen, 
entweder überhaupt, oder nach einer bestimmten Seite, der posi- 
tiven oder negativen Fehler, hin, so vorherrschend werden, dafs 
wir in der Unmöglichkeit uns befänden, die Wahrheit zu erreichen, 
und als den wahrscheinlichsten Werth einen irrigen erhielten, 
selbst bei einer unendlichen Anzahl von Beobachtungen. Das 
aber heifst im Grunde nichts anders, als unsere Beobachtungen 
werden als den wahrscheinlichen Werth den erkennen lassen, für 
welchen yCA) ein Maximum bei A =0, und aufserdem eine gerade 
Function von A ist, und da wir für die Bestimmung des wahren 
Werthes kein anderes Mittel als die Beobachtungen haben, so 
wird für uns auch dieser Werth der wahre sein müssen. Bei diesen 
Annahmen erfordert indessen die Unterscheidung zwischen con- 
stauten und irregulären Fehlern noch eine Berücksichtigung. Unter 
Constanten Fehlern versteht man gewöhnlich diejenigen Fehler, 
deren Quellen nicht allgemein, sondern nur bei einer gewissen Art 
die Beobachtung anzustellen, etwa nur bei einem bestimmten In- 
strumente, und bei einer besonderen Individualität des Beobachters 
sich finden. Irreguläre Fehler dagegen sind solche, die unter allen 
Umständen eintreten, und daher eigentlich der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung unterworfen sind. Die Ursachen der geringeren con- 
stanten Fehler sind an und für sich ganz analog den Ursachen, 
welche die irregulären Fehler hervorbringen, selbst die gänzliche 
Vermeidung aller constanten Fehler wird so gut wie unmöglich 
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lieber die Methode der kleinsten Quadrate. 5 

sein. Es kommt deshalb nur darauf an, ungewöhnliche gröfsere 
-constante Fehler ganz zu vermeiden, und sie überhaupt so sehr 
als möglich zu verringern, oder ihren Einflufs so weit in Rechnung 
zvL bringen, dafs die noch etwa übrig bleibenden constanten Fehler 
einer Art die Beobachtungen anzustellen, Fehlerquellen angehören, 
^ie auch bei anderen Arten, nur in verschiedenem Grade, statt- 
finden können. In diesem Falle wird die Vervielfältigung der 
Beobachtungen gleichsam in zweifacher Richtung zu nehmen sein, 
so dafs sowohl bei einer bestimmten Methode möglichst viele 
Wiederholungen gemacht werden, als auch die Methoden selbst 
möglichst verändert werden, um der Wahrheit nahe zu kommen. 
Auf die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat diese 
Unterscheidung so lange keinen Einflufs, als uns unbekannt ist, ob 
und welche constanten Fehler vorhanden sind. Ihre Existenz wird 
sich aber ermitteln lassen, wenn wir die Resultate verschiedener 
Methoden zusammen vergleichen, und die Verschiedenheit derselben 
gröfser finden, als wir nach der Behandlung der Beobachtungen 
jeder Methode besonders zu erwarten berechtigt waren. Meisten- 
theils ist die Vervielfältigung der Beobachtungen bei einer be- 
stimmten Methode leichter zu erhalten, und findet häufiger statt, 
als die Vervielfältigung der Methoden selbst. Hiemach wird auch 
gewöhnlich das als das wahrscheinlichste ermittelte Resultat ein 
einseitiges sein, und um der reinen Wahrheit möglichst nahe zu 
kommen, wird das hauptsächlichste Augenmerk auf die Vermeidung 
jedes möglichen constanten Fehlers gerichtet werden müssen. In 
dem folgenden wird dieser Unterschied deshalb übergangen werden. 
Er bewirkt nur, dafs die Schätzung der Genauigkeit eines solchen 
einseitigen Resultats immer etwas fehlerhaft ist, ein Umstand, der 
am so weniger bei der allgemeinen Betrachtung von Einflufs sein 
kann, als diese Schätzung selbst nicht auf absolute Bestimmtheit 
Anspruch macht. 

Verbindet man nun mit den Bedingungen: yCA) ein Maximum 
jfur A=0, y(A) eine gerade Function von A, und y(A) = für 
A > a, die ebenfalls aus der Erfahrung entlehnte Bemerkung, dafs 
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6 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

kleinere Fehler im allgemeinen häufiger vorkommen als gröfsere, 
and dafs gegen a als die änfserste Grenze hin, die Anzahl der 
Fehler mit grofser Geschwindigkeit abnimmt, sowie auch dafs 
zwischen A = und A «= a, es im allgemeinen keinen Werth von A 
geben wird, für welchen y(A) unmöglich ist, oder dafs alle Fehler 
durch alle Abstufungen von bis a vorkommen können, so wird 
man daraus den Gang der Function sich im voraus denken können. 
Man kann hier eine geometrische Betrachtung zur leichteren 
Uebersicht benutzen. Werden die A als Abscissen, die zugehörigen 
y(A) als rechtwinklige Ordinaten betrachtet, so wird die Wahr- 
scheinlichkeitscurve auf beiden Seiten der Ordinatenaxe gleich- 
förmig sein. Ein Maximum maximorum wird bei A = statt finden; 
von diesem Punkte aus wird die Ourve in der Regel mit continuir- 
lichem Zuge fortgehen, so dafs sie in der Nähe von A = a sehr 
schnell der Abscissenaxe sich nähert. Hieraus ergiebt sich noch 
ein für das Folgende sehr wichtiger Umstand. Die absolute 
Grenze a kann niemals fest bestimmt werden. Allein da schon 
in der Nähe von a die Ordinaten y(A) sehr schnell abnehmen, so 
werden wir ohne einen für die Praxis merklichen Fehler, statt des 
Werthes von a, die Grenzen — «> und + oo annehmen können, so- 
bald nur die Function, welche wir innerhalb der Werthe bis a 
als übereinstimmend mit dem Gange der Curve finden sollten, die 
Eigenschaft hat, dafs sie bei zunehmendem A beständig abnimmt. 
Denn bei der schnellen Annäherung an die Abscissenaxe, sobald 
A dem a sich nähert, wird jede Function, die über a hinaus immer 
noch mehr abnimmt, und vorher schon sich schnell näherte^ für 
ihre Werthe zwischen i a und db «> nur ganz unmerkliche Gröfsen 
geben. 

Aufserdem liegt es in der Definition von 9>(A), dafs für eine 
so grofse Anzahl von Beobachtungen, dafs alle Fehler, jeder in 
dem gesetzmäfsigen Verhältnifs seiner Häufigkeit, darin vorkommen^ 

m 9(A) + m y (A') + m ^(A'O =m 

oder 

^J(9(A))-1 

— CO 
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Ans dieser Form sieht man, dafs bei der unendlichen Anzahl 
der A, wenn man alle Abstufungen von A =0 bis A = a betrach- 
tet, für ein bestimmtes A die Function (p(/S) ein unendlich Kleines 
sein wird. Man drückt nach dem analytischen Sprachgebrauch 
diese Bedingung bequemer so aus, dafs man nicht die Wahrschein- 
lichkeit eines bestimmten Fehlers allein betrachtet, sondern die 
Wahrscheinlichkeit der Fehler, die innerhalb der unendlich nahen 
Grenzen A und A + dA liegen, zusammen. Innerhalb dieser un- 
endlich nahen Grenze wird der Werth von 9?(A) als constant be- 
trachtet werden können. Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit der 
Fehler Zwischen A und A +dA = 9)(A)diA, und überhaupt die 
Wahrscheinlichkeit der Fehler zwischen den Grenzen a und b gleich 
der Summe dieser Elemente innerhalb der angegebenen Grenzen, oder 

(1) = U(A)rfA 



'S} 



für die Grenzen, die alle Fehler umfassen, — oo und + <», wird 

(2) 9)(A)6?A = 1 

gleich der Gewifsheit. Das letztere Integral giebt den Flächen- 
nhalt der Wahrscheinlichkeitscurve, von der Abscissenaxe bis zu 
der Ourve genommen. Es stellt die Anzahl von Beobachtungen 
vor, welche überhaupt möglich sind, und alle Fehler umfassen. 
Jedes Flächenelement g){/\)d/S giebt, damit verglichen, die Anzahl 
von Beobachtungen, welche in der ganzen Anzahl Fehler zwischen 
A und A + dA geben, oder giebt die Anzahl der Beobachtungen 
mit diesen Fehlern behaftet, welche wahrscheinlich statt finden 
werden, wenn die ganze Anzahl = 1 gesetzt wird. 

Jede Beobachtung hat den Zweck, eine oder mehrere Gröfsen 
zu ermitteln, durch welche die beobachtete Erscheinung bewirkt 
wird. Bei Planetenörtem werden diese Gröfsen z. B. die Elemente 
der Planeten- und Erd-Bahn sein können. Die Art der Verbin- 
dung der Elemente, um den beobachteten Werth hervorzubringen, 
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8 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

mufs als bekannt voraasgesetzt werden, wenn wir aus der Beob- 
achtung den Werth der Elemente bestimmen wollen. Ueberhaupt 
wird daher jede beobachtete Gröfse M eine Gleichung geben: 

M^f(x,y,z...) 
wo die Function f bekannt ist, und a?, y;z ihrem wahrscheinlichsten 
Werthe nach bestimmt werden sollen. Diese Gleichung wird mehr 
oder weniger dargestellt werden, je nachdem wir für aj, y, z andere 
Werthe annehmen. Setzte man x=;p, y = q, z = r, und wäre 

so würde M—V der Fehler der Beobachtung sein, in dem Falle, 
dafs die Werthe p, q, r die wahren wären. Hat man mehrere 
Beobachtungen derselben Art angestellt, in welchen alle dieselben 
Elemente p^ g, r den beobachteten Werth bestimmen, so werden 
auf ähnliche Weise für die Annahme x=pjy=^qyZ = r die Fehler 
Jf'- F', Jf" - F", Jf'" - F'" erhalten werden. Für eine andere 
Annahme x=p*, y=q\ z^r\ auf dieselbe Weise in alle Gleichungen 
substituirt, wird man im allgemeinen andere F, folglich auch an- 
dere M—V erhalten, so dafs zu jeder Hypothese über den Werth 
von X, y, z ein bestimmtes System von Fehlem A, A', A", die 
zugleich mit der Hypothese statt finden, gehört. Um hieraus die 
wahrscheinlichsten Werthe von a;, y, z zu bestimmen, bedürfen wir 
zweier Sätze aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, von denen der 
eine die Wahrscheinlichkeit eines zusammengehörigen Systems von 
Fehlern giebt, wenn die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen be- 
kannt ist, der andere, die Wahrscheinlichkeit der Hypothese aus 
der Wahrscheinlichkeit des zu ihr gehörigen Systems von Fehlem 
bestimmen lehrt. 

Für den ersten Satz giebt die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
den Ausdmck: 

I. 

Wenn 9(A) die Wahrscheinlichkeit von A ist, ebenso 
y(A') die von A' u. s. w., so ist die Wahrscheinlichkeit 
eines Zusammentreffens von A, A', A" u. s. w. 
= y(A).y(A0-9(A")... 
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Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 9 

Man kann sich hiervon auf folgende Art überzeugen. Seien, 
der Einfachheit wegen, in drei Beobachtungen zweimal der Fehler A, 

und einmal A' gefunden worden, sei ferner 9(A) = -^, 9(A0 = -^. 

Man betrachte die drei Beobachtungen als gehörten sie zu einer 
fio grofsen Reihe von m Beobachtungen, dafs darin alle Fehler 
nach ihrer Wahrscheinlichkeit vorkämen. Es werden folglich 

— m Fehler = A, -^ m Fehler = A', darin vorkommen. Die Anzahl 
n n 

der übrigen sei s, bei welchen es hier gleichgültig ist, wieviele 

gleiche oder ungleiche sich darunter befinden. Abgesehen von 8 

wird die Anzahl aller möglichen Anordnungen der Fehler in den 

m Beobachtungen sein: 

1>2>3 m 

1.2.3...^m.l.2.3...-^m 
n n 

Dadurch dafs drei Stellen von zwei A und einem A' eingenommen 
sind, bleiben für die übrigen m — S Beobachtungen noch 
1>2>3 (m-S) 

1.2.3..(^w-2).1.2.3.0..(-^w -1) 

Versetzungen möglich. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
drei beliebige Stellen von zwei A und einem A' eingenommen 
werden 

\n / n n 

^ (m — 2) • (m — 1) • m 

_ \n mj n * n 

Die gemachte Voraussetzung gilt aber nur der Strenge nach für 
ni = oo, oder die Wahrscheinlichkeit einer einzelnen Verbindung 
von zwei A und einem A', bei übrigens beliebiger Ordnung, 



oder 
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10 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

»(y(A))2y(A0 

woraus sich die obige Formel ergiebt 

Um den zweiten Satz zu erlangen, betrachte man den Fall, 

in welchem irgend welche Beobachtung den Werth M gegeben 

hat. Man vergleiche nun zwei verschiedene Hypothesen über x^ j/, z 

miteinander; sei 

Hyp. I x=p, y = q, z^r 

Hyp. IL ... a; = p', j/ = g', ^ = r' 

Ehe M beobachtet ist, hat man für das Verhältnifs der Wahr- 
scheinlichkeit beider Hypothesen, und aller übrigen, überhaupt 
kein Maafs, und wird sie deshalb vor der Beobachtung als gleich 
wahrscheinlich ansehen müssen. Nachdem aber der Werth M ge- 
funden ist, wird die Hyp. I. den Fehler A, mit der Wahrschein- 
lichkeit y(A), die Hyp. DL. den Fehler A', mit der Wahrscheinlich- 
keit 9(A0 geben. Versteht man unter m die Anzahl von Fällen, 
in welchen, wenn die Hyp. I. angenommen wird, der Werth M 
aus ihr hervorgeht, unter n die Anzahl von Fällen, in welchen M 
bei derselben Voraussetzung nicht erhalten wird, so wird 

/AN *W 

a)(A) = ; 

eben so sei bei der Hyp. IL die Bedeutung von m* und n', folglich 

Aufser diesen beiden Annahmen, dafs entweder die Hyp. I. oder 
die Hyp. 11. die wahre, giebt es aber auch noch solche Fälle, in 
welchen beide nicht die wahren sind, und unter diesen können 
wiederum solche sein, die in einigen Fällen M geben. Sei die Be- 
deutung von m" und w" für alle anderen Hypothesen dieselbe wie 
oben, so wird die Anzahl aller möglichen Fälle = m + w + m' + w' 
+ m"H-w", also die Wahrscheinlichkeit der Hyp. L vor der ge- 
machten Beobachtung 

_ m-hn 

"" m 4- n 4- w' 4- w' + m" ^- «" 
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Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. H 

und die der Hyp. n. vor der gemachten Beobachtung 

"" m + n -f- m' + n' + m" + n" 

Diese beiden Werthe sollen als gleich betrachtet werden, woraus 
folgt 

iw + n = m' H- w' 

Nachdem nun aber M wirklich gefunden ist, fallen die Fälle, 
wo es nicht eintrat, aus; folglich wird die in Bezug auf den ge- 
fundenen Werth M relative Wahrscheinlichkeit der Hyp. I. 

m 





m-{-m* -hm*' 


der Hyp. ü. 






m' 



m + m' + m'* 



oder sie verhalten sich wie m:m\ d. h. wegen der Gleichung 
folgt der Satz: 



w + n = m' 4- n\ wie : —. ; , oder wie y (A) : y ( A'). Hieraus 

' w + n m' + n' xv / x\ 



n. 

Die Wahrscheinlichkeit zweier vor den gemachten 
Beobachtungen gleich wahrscheinlichen und einander 
ausschliefsenden Hypothesen ist direct proportional 
der Wahrscheinlichkeit der aus ihnen hervorgehenden 
Fehler oder Fehler-Systeme. 

Wenn folglich die Gröfsen M durch eine Art der Beobachtung 
gefunden sind, bei der man schon anderswoher weifs, welche Fehler 
und in welchem Yerhältnifs sie bei ihr vorkommen können, oder 
für welche das Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Fehler ...9>(A)... 
bekannt ist (etwas, was ganz unabhängig ist von dem Gebrauche, 
den man nachher von diesen Beobachtungen zur Bestimmung einer 
oder mehrerer unbekannten Gröfsen macht), so ist die Wahrschein- 
lichkeit jeder Hypothese über, o?, y^ z proportinal dem Producta 

(3) 9(A) . 9(A0 . 9(A") . 9(A"0 . . . . «Ä 
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12 Ueber die Methode der kleinsten Qaadrate. 

WO A, A', A", A'" die Fehler sind, welche in jeder Hypothese 
tbrig bleiben. Am wahrscheinlichsten wird die Hypothese sein, in 
welcher Ä ein Maximum, oder wenn man differentiirt, dS2 = wird. 
Wegen der gegenseitigen Unabhängigkeit der Gröfsen x, y, z von 

einander, theilt sich diese Gleichung in die einzelnen -^— =0, 
-j— = 0, -^ = 0. Im allgemeinen ist jedes 

bezeichnet man folglich die Functionen M—V vor der Substitution 
eines numerischen Werthes für a?, j/, z durch v, so dafs 

Jf— F=t;, Jf'-F = t;', Jlf'-F' = t;" u. S. W. 

so werden diese Bedingungsgleichungen des Maximums, wenn man 
der leichteren Differentiation wegen setzt: 

lgÄ = lgy(A) + lg9)(A0 + lgy(A'0..-. 
und das logarithmische Differential durch 9>'(A) bezeichnet, so dafs 

die folgenden werden: 

— ■ ip\v) + — ^ — y'(f7') + -^ — y'(i;") 4- — ^ — 9'(v'") =0 



dy ^^^^^ dy ^^•'^^ dy '^ ^^ ^^ dy 

dv ., . dv' ,, ,. dv^' ,, ... dv"' ,, ,,,. ^ 

-IT * ("> + -JT ^^^ > + -5^ * (* ) + "d^ ^^^ ) • • • • = ^ 

aus welchen man die Werthe von x, y, z bestimmen mufs, die 
ihnen genug thun, und folglich die wahrscheinlichsten sind. 

Diese allgemeinen Sätze werden indessen erst dann in An- 
wendung gebracht werden können, wenn die Function g> in jedem 
einzelnen Falle bekannt ist. Anstatt verschiedene Hypothesen über 
die zweckmäfsigste Form derselben aufzustellen, und zu versuchen, 
welche derselben der Erfahrung am besten entspricht, kommt man 
directer zum Ziel, wenn man umgekehrt den einfachsten Fall be- 
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Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. * 13 

trachtet, für ihn untersucht, welche Werthe die Erfahrung, abge- 
sehen von den allgemeinen Formeln der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, als die vorzugsweise zu wählenden erkennen lehrt, und daraus 
dann vermittelst der allgemeinen Formeln die Form von y zu be- 
stimmen versucht. 

Man nehme an, es sei eine beliebige Anzahl von Beobachtungen, 
alle unter gleichen Umständen angestellt, so dafs man im Voraus 
keiner einzelnen irgend welchen Vorzug vor den andern geben 
kann. Diese Beobachtungen sollen ebenfalls nur angewandt wer- 
den, um den Werth einer unbekannten Gröfse zu bestimmen, welche 
unmittelbar durch jede einzelne Beobachtung ihrem wahren Werthe 
nach gegeben sein würde, wenn keine Fehler der Beobachtung 
statt fänden. Als Beispiel kann die Untersuchung über den Unter- 
schied zweier vorliegenden Längen dienen. 

Wenn hier zuerst eine Beobachtung gemacht ist, die den 
Werth a gegeben haben möge, so wird man keine Wahl haben, 
sondern 

setzen müssen. 

Haben dann zwei Beobachtungen die Werthe a und h gegeben, 
und soll keine vor der andern den Vorzug verdienen, so wird man 
aus ihnen allein den Werth von x so bestimmen müssen, dafs die 
Unterschiede oj — a, und x — h^ gleich herauskommen. Dieses giebt 

rr = i (a + J) 

unter der Voraussetzung, dass eine positive und negative Abwei- 
chung von gleicher absoluter Gröfse, auch als gleiche Fehler an- 
gesehen werden sollen. Diese Voraussetzung scheint, wenn über- 
haupt ein Grundsatz nöthig ist, unter allen die einfachste zu sein. 
Sie beruht auf dem Bewufstsein, die möglichste Sorgfalt angewandt 
zu haben, so dafs kein Grund vorhanden ist anzunehmen, man 
habe entweder im positiven oder negativen Sinne gefehlt. Gesetzt 
aber auch es komme in einem Sinne ein Fehler vorzugsweise häu- 
figer vor, so wird, so lange wir nicht wissen in welchem Sinne es 
geschieht, der Werth ^iß + h) der einzige sein, der, bei dieser Un- 
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14 * Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

gewifsheit, den Fehler des Resultats am kleinsten machen, oder 

wenigstens wo die Gefahr einer Yergröfsernng des Fehlers am 

sichersten vermieden werden wird. 

Seien nun drei Beobachtungen angestellt Wegen des völlig 

gleichen Werthes der Beobachtungen wird man in jedem Fall die 

gefundenen Gröfsen a, b, c, so verbinden müssen, dafs keine mehr 

als die andere auf das Resultat einwirkt, ganz dabei abgesehen 

von ihrem numerischen Werthe. Oder es wird angenommen werden 

müssen 

X = symmetrische Function (a, 6, c). 

Man kann aber auch die Sache noch von einer andern Seite auf- 
fassen. Die zwei ersten oder überhaupt zwei Beobachtungen allein 
betrachtet, würden, je nachdem man die Anordnung macht, als das 
aus ihnen allein zu wählende Resultat gegeben haben: 

zu diesem fugt die dritte Beobachtung c, b, a. Zwar werden wir 
die beiden Gröfsen in jeder einzelnen Anordnung nicht mehr sym- 
metrisch verbinden dürfen, weil die eine auf zwei, die andere auf 
einer Beobachtung beruht. Allein irgend welche Form für die 
Verbindung beider mufs es unstreitig geben, die ebenfalls das Re- 
sultat, was bei drei Beobachtungen vorzuziehen ist, hervorbringen 
würde, und zwar wird diese Form, sie möge beliebig durch tp be- 
zeichnet werden, bei allen dreien dieselbe sein müssen. Hieraus 
hat man für a; die drei Werthe 

x = t/j{i{a + b\c) 
= V/(i(a + c),6) 
= t/j{i{b + c),d) 

Führt man hier die Summe von a, 6, c ein, oder setzt man 
so wird 
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Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 15 

Diese drei Formen sollen aber nach dem Obigen eine symmetrische 
Form für x in Bezug auf a, 6, c geben, was, da s schon an sich 
eine symmetrische Form ist, nicht anders geschehen kann, als 
wenn c, 6, a, bei der Entwickelung neben s herausfallen. Es wird 
folglich aus allen auf gleiche Weise 

x = \p{s) 

Wenn nun in einem bestimmten Falle a = 6 = c gefunden wäre, so 
wurde der einzig mögliche Werth von x = a sein. Folglich 

a = i//(3a) 

oder das Functionszeichen xp die Division durch 3 bedeuten* 

Hieraus folgt überhaupt 

a + b + c 
x = - 



3 

für drei Beobachtungen. 

Eben so folgt allgemein, wenn für n Beobachtungen der zu 

wählende Werth 

an- J + c... +g 

a; = ^— 

n 

ist, so wird, wenn noch eine Beobachtung jp hinzukommt, für (w + 1) 
Beobachtungen auch 

X = :: — 

n + 1 

vorzugsweise zu wählen sein. Denn die Gleichheit der Beobach- 
tungen fordert, dafs, wenn 

a + ft + c... H-g+jp = s 

gesetzt wird, 

^ = V'(— (s-l?),i?)u.s.w. 

eine symmetrische Function von allen w + 1 Werthen werde. Nun 
aber gilt diese Form für 3 Werthe, folglich auch für jede beliebige 
grofse oder kleine Anzahl von Beobachtungen. 

Dieser Satz, dafs bei einer beliebigen Anzahl gleich guter 
Beobachtungen einer unbekannten Gröfse das arithmetische Mittel 
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16 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

aus allen den Werth giebt, der vorzugsweise zu wählen ist, und 
folglich auch als der wahrscheinlichste angesehen werden mufs, ist, 
so lange man überhaupt mehrere Beobachtungen unter sich ver- 
bunden hat, von jeher als Grundsatz angenommen worden, und im 
eigentlichen Verstände beruht die Meinung, die wir von der Sicher- 
heit aller aus der Erfahrung genommenen Gröfsen in jeder Wissen- 
schaft haben, wesentlich auf ihm. Man kann deswegen von ihm 
wohl behaupten, dafs die Erfahrung seine Richtigkeit bestätigt hat. 
Die hier gegebene Ableitung zeigt etwas deutlicher, als die reine 
Aufstellung des Satzes an sich, die Voraussetzungen die bei ihm 
zum Grunde liegen. Wenn die Beobachtungen strenge genommen 
unter gleichen Umständen angestellt sind, und bei zwei Beobach- 
tungen eine gleich grofse positive und negative Abweichung als 
gleich angesehen wird, so ist das arithmetische Mittel der einzige 
Werth, welcher diesen Voraussetzungen nicht widerspricht. Denn 
dafs man einerlei Werth erhalten müsse, wenn man die Beobach- 
tungen nicht blofs alle zugleich, sondern auch in beliebige Gruppen 
vertheilt betrachtet, so lange man dabei über die Verbindung der 
Resultate dieser Gruppen unter sich keine willkürliche Voraus- 
setzung macht, kann wohi nicht geleugnet werden. Man würde 
damit ebenfalls leugnen, dafs es überhaupt einen Werth giebt, der 
vorzugsweise vor den andern zu wählen sei. Uebrigens kann es viel- 
leicht zur Erläuterung der Wichtigkeit dienen, welche die Voraus- 
setzung der Gleichartigkeit der Beobachtungen bei dem arithmeti- 
schen Mittel hat, wenn hier an ein von Lambert in der Photometrie 
§ 276 aufgestelltes Beispiel erinnert wird, in welchem anscheinend 
das arithmetische Mittel nicht die gröfste Annäherung an die 
Wahrheit giebt Der Umfang des Kreises liegt immer zwischen 
dem Werthe des Umfanges eines einbeschriebenen und eines um- 
schriebenen Vielecks von gleichvielen Seiten. Betrachtet man also 
den Umfang eines wEcks überhaupt als eine Beobachtung der 
Länge der Peripherie, und wollte das arithmetische Mittel zwischen 
dem einbeschriebenen und umschriebenen n Eck als den wahr- 
scheinlichsten Werth der Peripherie ansehen, so würde man irren. 
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Ueber die Methode der kleinöten Quadrate. 17 

Man kommt der Wahrheit näher, wenn man zn dem einbeschriebe- 
nen den dritten Theil des Unterschiedes beider hinzulegt. 

Man mag indessen nun das Princip des arithmetischen Mittels 
bei gleich sichern directen Beobachtungen einer unbekannten Oröfse 
als einen Grundsatz ansehen, den die Erfahrung bestätigt hat, 
oder es vorziehen, die Sätze, welche der hier gegebenen Ableitung 
nach ihm zum Grunde liegen, als einfachere weiter nicht zu be- 
weisende Grundsätze aufzustellen, in beiden Fällen wird die Be- 
gründung der Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
Beobachtungen überhaupt, wie sie aus dem Princip des arith- 
metischen Mittels sich direct herleiten läfst, vielleicht unter allen 
andern Beweisarten, die sein, welche für den practischen Benutzer 
derselben am ansprechendsten ist. Der folgenden Ableitung liegt 
deshalb der Satz zum Grunde: 

ni. 

Wenn eine beliebige Anzahl gleich guter directer 
Beobachtungen einer unbekannten Gröfse gegeben ist, 
so bestimmt das arithmetische Mittel aus allen beob- 
achteten Werthen den wahrscheinlichsten Werth der 
unbekannten Gröfse, so weit er aus diesen Beobachtun- 
gen folgt, ganz allein, ohne dafs aufer ihm noch eine 
andere Bedingung erforderlich, und im allgemeinen zu- 
lässig ist. 

Es seien also m gleich gute directe Beobachtungen der unbe- 
kannten Gröfse X gemacht, welche dafür die Werthe -Jf, 3f', W* 
n. s. w. ergeben haben. Nach dem letzten Satze wird, wenn 

M-\-M + M* .... 

der wahrscheinlichste Werth von x in jedem Falle, soweit er aus 
diesen m Beobachtungen geschlossen werden kann, die Gröfse j> 
sein. Als Fehler der Beobachtung müssen folglich angesehen 
werden M—p^ Jf'— jp, M'*—p^ oder die Gleichung, aus welcher 
nach dem arithmetischen Mittel der wahrscheinlichste Werth von x 
hervorgeht, ist 

Eneke's AbhandL H. 9 
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18 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

ii)...M-X'hM'-X'hAr'--x + M'*'-x = 

Wendet man auf denselben Fall die allgemeinen Formeln der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung an, so wird hier 

v = M — x^ v' = M —Xy v" = M" — X 

folglich die einzige Bedingungsgleichung des wahrscheinlichsten 
Werthes: 

(p'{M-x) + g>'{M-x) + 9)'(if" ~ic) + 9)'(Jf'" — a;) .... =0 

welcher man auch die Form geben kann 

M—x ^ M—x ^ ' M*—x 

Aus dieser letzten Form geht sogleich hervor, dafs die obige 
Gleichung aus dem arithmetischen Mittel hergeleitet, nur in dem 
Falle jedesmal auch dieser letzten Gleichung genug thun wird, 
wenn 

ip\M-x) _ ^\M-x) _ (p'{M'-x) 
M-x ~ M-x "^ M*-x '^^•^• 

oder wenn ^j^r unabhängig wird von dem Werthe von A, das heifst 

wenn ^a-v^ gleich einer Constante ist. Es kann nämlich irgend- 

welche Function \f_ — ^» aufser dieser gemeinschaftlichen Con- 
stante nur noch solche Glieder enthalten, die mit dem Werthe 
von (Jf—a?) veränderlich, oder eine Function von {M—x) sind. 
Welche Function man aber dafür auch annehmen will, so wird 
eine Summe von Producten der Form {M— x) • f{M— x\ niemals 
im allgemeinen gleich werden, vermöge der einzigen Glei- 
chung (4). Denn gesetzt auch, es würde irgend einmal für die 
Werthe Jf, M\ M" . . , diese Summe zugleich mit der Gleichung 
(4) gleich 0, so würde doch in allen den Fällen, in welchen man bei 
unveränderter Summe if + 3/' -f- itf" . . . = mp, etwas verschiedene 
Werthe, etwa M—a^ M'-hcc, M"~/?, M''' + ß u. s. w. gefunden 
hätte, eine neue Gleichung hervorgehen, die wenn das arithmetische 
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Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 19 

Mittel gilt, ebenfalls zugleich mit der Gleichung (4) gleich sein 
müfste. Bei der unendlichen Verschiedenheit aber, welche sowohl 
in der Gröfse der Aenderungen von A/, M*\ Af" etc., als Auch in ihrer 
Yertheilung nicht blofs statt finden können, sondern auch der Er- 
fahrung gemäTs statt finden werden^ kann es keine Function geben, 
welche zu gleicher Zeit alle diese Bedingungen erfüllte. Obgleich 
die Werthe von M—p, M'—p, M**—p etc., nicht absolut von einander 
unabhängig sind, weil p von ihrer Summe abhängt, so müssen sie, 
im Falle das arithmetische Mittel allgemein gilt, doch als unab- 
hängige Yariabeln betrachtet werden, weil die einzige Gleichung, 
welche bei jeder Zahl von Beobachtungen diese Abhängigkeit 
ausdrückt, verschwindet gegen die unendliche Mannigfaltigkeit der 
Werthe, die auch, nachdem diese Gleichung erfüllt ist, noch statt- 
finden können. 

Diese Gleichung 

y^(A)_ e?lg(y(A)) _ 

wo h eine beliebige Constante,.giebt unmittelbar die Form von 9(A). 
Nach der Integration wird 

Const + lg9)(A) = -i*;A2 
oder 

y(A) — Ke^ 

in welcher Formel noch der Werth der Constanten zu bestimmen 
sein wird. 

In Bezug auf h^ giebt die obige Bemerkung, dafs 9>(A) ein 
Maximum werden mufs für A=0, sogleich zu erkennen, dafs k 
stets negativ genommen werden müsse. Man kann deswegen be- 
quemer schreiben 

y(A) = x^-**^^ 

Zur weiteren Bestimmung einer Constante wird dann noch die 
obige Gleichung (2): 

y(A)dA=l 



f. 



2* 
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20 Ueber die Metkode der kleinsten Quadrate. 

dienen können. Setzt man ht^ = t, so wird dieses Integral 

(5) ~ le-"dt=l 

wo die Grenzen dieselben wie frfiher bleiben. 

um den Werth dieses bestimmten Integrals zu erhalten, nnter- 
snche man das doppelte Integral '^) 



■JJr.-" 



99) dx dy 

wo X und y zwei von einander unabhängige variable Oröfsen be- 
deuten, und die Grenzen — <» bis + oo sich sowohl auf die Inte- 
gration nach x^ als auf die nach y beziehen. Integrirt man zuerst 
nach y, wobei x als constant betrachtet werden mufs, und setzt 
den Werth 

•>+oo 



fi 



so wird 

V^Lle-'^dx 

c/ — CO 



folglich, wenn man jetzt auch nach x integrirt: 

Man kann aber auch den Ausdruck für V vergleichen mit der 
allgemeinen Formel für die Cubatur eines Körpers. Betrachtet 
man x, y und z als drei aufeinander rechtwinklige Coordmaten, 
und denkt sich die Oberfläche deren Gleichung 

so wird V das VolumenTdes von dieser ins unendliche ausgedehnten 
Oberfläche begrenzten Körpersfausdrficken. Diese .Oberfläche wird 
aber offenbar durch Rotation um die Axe der z entstanden sein. 



*) Nach der mündlichen Mittheilung, welcher ich diese kurze und elegante 
Art den Werth des bestimmten Integrals zu finden verdanke, hat Hr. Cauchj 
sie in seinen Vorlesungen so gegeben. 
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Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 21 

weil allen Pankten der Ebene der xy^ die gleich weit vom An- 
fangspunkte abstehen, einerlei z zakommt. Man wird deswegen 
auch das Volumen des Körpers durch ein einfaches Integral aus- 
drücken können, wenn man ihn in eine Folge von unendlich dünnen 
Gylinderschalen, aUe senkrecht auf die Ebene der xy, zerlegt sich 
denkt. Der körperliche Inhalt einer jeden solchen Cylinderschale 
von unendlich geringer Dicke wird, wenn 

gesetzt wird, gefunden werden: 

= 2 rzn 'dr 

folglich das Volumen des Körpers, für welches jetzt in Bezug 
auf r die Grenzen bis <» anzunehmen sind. 



•=i 



CO 

2r7re-****dr 



wofür das Integral unmittelbar gefunden wird 






oder für die angegebenen Grenzen 

F=7r. 
Hieraus wird vermöge des obigen 

und folglich durch Substitution dieses Werthes in (5) 

oder 

h 



[/7t 

Der vollständige Ausdruck für 9)(A) wird demnach 
(6). y(A) = -^e-ÄÄAA 
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welcher nicht nur das Princip des arithmetischen Mittels in sich 
schliefst, sondern auch von dem letzteren so unmittelbar abhftngt, 
dafs für alle solche Gröfsen, für welche das arithmetische Mittel^ 
in dem einfachen Falle, in welchem es überhaupt angewendet 
werden darf, gUt, auch kein anderes Gesetz der Wahrscheinlich- 
keit angenommen werden darf, als das durch diese Formel ausge-^ 
drückte. Sie ist daher auf keine specielle Art der Beobachtung 
beschränkt, sondern ganz allgemein. Eben so allgemein ist das 
aus dieser Form unmittelbar folgende Resultat in Bezug auf S^: 
Für jede beliebige Anzahl der zu bestimmenden Gröfsen 
sind die Werthe die wahrscheinlichsten, welche die 
Summe äAAA + ä'ä'A'A' + ä"ä"A"A". ... zu einem Mini- 
mum machen. 

Nach der oben erwähnten Bedeutung dieser Formel ist folglich 
die Wahrscheinlichkeit dafs ein Fehler zwischen A und Ah-<ZA 
liegt 

(7) ==_A_e-A*^^rfA 

und die Wahrscheinlichkeit dafs er zwischen beliebigen Grenzen a 
und b liegt 

(8) = -^ I e-A*AAeiA. 



h r 



Eben dieses Integral drückt auch die Anzahl der Fehler aus» 
welche zwischen a und t gesetzmäfsig vorkommen sollten, und bei 
einer hinlänglich gröfsen Anzahl auch sehr nahe vorkommen wer- 
den, wenn man die Anzahl der Fehler überhaupt = 1 setzt. Das 
Integral erhält, wenn man 

*A = ^ 
setzt, die Form 



1 r** 



nimmt man für die Grenzen einen gleichen positiven und negativen 
Werth — aÄ bis +a*, so ]kann man es wegen der geraden Potenz 
von t in dem Differential schreiben: 
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o 






und daraus vermittelst einer Tafel, welche dieses Integral für suc- 
cessive Werthe von ah giebt, von der Vertheilung der Fehler, 
ohne Bücksicht auf das Zeichen, blofs in Einsicht auf ihre Gröfse, 
indem man von bis zu der äufsersten Grenze fortschreitet, sich 
eine deutliche Vorstellung machen. Eine solche Tafel findet sich 
am Schlüsse dieses Aufsatzes (Tab. I.). Sie ist unmittelbar aus 
der Tafel für das Integral Je-** dt iuBesseTs Fundamenta Ästro- 
nomiae hergeleitet. Die Berechnung einer solchen Tafel aus der 
Entwickelung des Integrals nach auf- und absteigenden Potenzen 
von tj oder einem Eettenbruch, findet man häufig angegeben, da 
diese merkwürdige Function bei verschiedenen Untersuchungen viel- 
fach angewandt wird. 

Diese Tafel zeigt zugleich, wie schnell bei gröfseren Werthen 
von t die Anzahl der Fehler innerhalb gleicher Intervalle dieser 
Werthe abnimmt, und rechtfertigt folglich die Annahme der Grenzen 
— oo und + oo , statt der eigentlich stattfindenden engeren aber 
nie scharf anzugebenden. So werden bei 1000 Beobachtungen 
zwischen 

^ = bis « = 0,5 liegen 520 Fehler 

* = 0,5 „ *-l,0 , 323 y, 

t^lfi , ««1,5 , 123 , 

«=1,5 , *=2,0 . 29 „ 

und über diese letzte Grenze hinaus bis zu ^ = oo in Allem nur 
noch ö Fehler, eine so geringe Zahl, dafs über diese Abweichung 
der Theorie von der Praxis, durch wirkliche Erfahrungen schwerlich 
jemals etwas entschieden werden kann. 

Unter den verschiedenen Werthen von t ist vorzüglich einer, 
der zu einer bestimmten Ansicht über das Verhältnifs der Ge- 
nauigkeit verschiedener Gattungen von Beobachtungen fuhren kann, 
und dazu auch am gewöhnlichsten benutzt wird. Dieses ist näm- 
lich der Werth von ^ fQr welchen das Integral den Werth 0,5 be- 
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kommt, oder welcher eine hinlänglich grofse Anzahl von Fehlem, 
wenn man sie sich ohne Bäcksicht auf das Zeichen nach ihrer 
Gröfse geordnet denkt, in zwei Theile theilt, von denen jeder eine 
gleiche Anzahl von Fehlem enthält. Eine gröfsere Anzahl der 
Fehler überhaupt wird nor angenommen, damit das Gesetz der 
Wahrscheinlichkeit sich bei ihnen wirklich mit hinlänglicher Nähe- 
rang ausgesprochen findet Aus der Tafel findet man durch Inter- 
polatiouy dafs der Werth des Integrals 0,5 dem Werthe von 
^ = 0,476936 entspricht Diese Zahl, die für alle Arten von Beob- 
achtungen gilt, möge ihres häufigen Gebrauchs wegen mit q be- 
zeichnet werden, so dafs 

*9 



(9) ß = 0,476936 und -^l^^^'^^^i 






Bezeichnet man den Fehler, der zu dem Werthe ^ = ß in jeder 
Gattung von Beobachtung gehört, mit r, so wird 

(10) Q=hr oder ä = -^. 

Die Gröfe r wird von den deutschen Astronomen der wahr- 
scheinliche Fehler einer bestimmten Gattung von Beobach- 
tungen genannt '^). Es ist der Fehler, unter welchem sich eben 
so viele kleinere Fehler der Zahl nach befinden, als gröfsere 
tlber ihm, so dafs es eben so viele Fälle giebt, in welchen die 
Fehler kleiner als r sind, als solche, in welchen sie gröfser sind. 
Man kann deswegen bei einer isolirten Beobachtung Eins gegen 
Eins wetten, dafs der Fehler derselben nicht gröfser als r sei, 
wenn für die Gattung, zu welcher die Beobachtung gehört, der 
Werth von r bekannt sein sollte. 

Des häufigen Gebrauchs wegen ist in der zweiten Tafel der 



*) Die französischen Geometer pflegen diesen Werth r mit dem Namen 
rerreur moyenne zu belegen, worauf man um so mehr zu achten hat, als der 
nachher aufgeführte Begriff des mittleren Fehlers bei den deutsclicn 
Schriftstellern wesentlich von r verschieden ist. 
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2 c 

Werth des Integrals — — ie-^^dt auch nach einem Argumente ge- 
iz^ J 

ordnet aufgeführt worden, bei welchem der Werth von r als Ein- 
heit angenommen ist. Sie giebt für das Argument — den Werth von 



.1^ 
— le-'-dt 



'fr'"' 



SO dafs man aus ihr unmittelbar findet, wie viele Fehler bis zu 
einem bestimmten Fehler A vorkommen werden (immer abgesehen 
vom Zeichen), sobald man das Verhältnifs des gegebenen A zu 
dem wahrscheinlichen Fehler kennt. Man übersieht hieraus 
noch leichter die Vertheilung der Fehler der Gröfse nach. Wenn 
die halbe Anzahl aller Fehler kleiner ist als ein Fehler =r, so 
werden unter 1000 beobachteten Fehlem 823 sich befinden, welche 
kleiner sind als 2r, 957, welche kleiner sind als 3r und 993, welche 
kleiner sind als 4r. Gröfser als br wird nur ein Fehler noch 
vorkommen. 

Vermöge des neu eingeführten Begriffes des wahrscheinlichen 
Fehlers, wird man nun auch von der Bedeutung der Oonstante h 
sich eine deutlichere Rechenschaft geben können. Bei den ver- 
schiedenen Gattungen der Beobachtungen befolgen die Fehler 
immer dasselbe Gesetz,. welches durch 9>(A) ausgedrückt wird. Die 
Verschiedenheit einer gegebenen Gattung von allen übrigen wird 
daher allein von dem Werthe der Constante h, der bei ihr statt- 
findet, abhängen, und diese wiederum das Mittel darbieten, Beob- 
achtungen verschiedener Art in Hinsicht auf ihre relative Ge- 
nauigkeit zu vergleichen, und nachher auch verbinden zu können. 
Das Integral J9)(A)(2A, bis zu jeder beliebigen Grenze genommen, 
wird bei zwei Gattungen von Beobachtungen, deren einer die Con- 
stante %, deren anderer die Constante h* zukommt, gleiche Werthe 
haben, wenn der Werth der Grenze, bei beiden durch die Variable t 
bestimmt, gleich ist. Oder (da in der einen t = hC:^, in der andern 
t = h*A\ wenn die Fehler der zweiten Gattung durch A' bezeichnet 



Digitized by 



Google 



26 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

werden) es werden gleich viele Fehler im Yerhältnifs zu der ganzen 
Anzahl in beiden Gattungen innerhalb der Grenzen A und A' vor- 
kommen, wenn man den einen dieser Werthe aus dem andern be-^ 
stimmt durch die Gleichung: 

(11) AA=;i'A' 

Die Constanten h stehen daher im umgekehrten Yerhältnifs der 
gleich wahrscheinlichen Fehler zweier Gattungen von Beobach- 
tungen. Dieses gilt für alle Fehler, also auch für die wahrschein- 
lichen Fehler jeder Gattung, wie schon die Gleichung ä = — zeigt, 

weil Q hier eine absolute Zahl ist. Kann man deswegen gleich 
viel wetten, dafs bei der einen Gattung ein Fehler innerhalb einer 
Grenze, bei der andern innerhalb der andern fallt, wozu am all- 
gemeinsten die wahrscheinlichen Fehler r und r' gewählt werden, 
so hat man auch das gegenseitige Yerhältnifs der Constanten h 
und h\ aus dem umgekehrten Yerhältnifs der Grenzen überhaupt, 
oder aus dem der wahrscheinlichen Fehler r' und r. Es ergiebt 
sich hieraus eine vorläufige Schätzung des Yerhältnisses von h und h'. 
Hat man Grund, bei zwei Winkelmessungen etwa, zu befürchten, 
dafs in der einen eben so leicht ein Fehler von (o'\ als in der an- 
dern einer von mw" begangen werden könne, so wird man, wenn 
für die letzte h angenommen wird, bei der ersten mh setzen müssen. 
Wegen dieses constanten Yerhältnisses zwischen der Zunahme der 
Genauigkeit, und der Gröfse von h, nennt Gaufs diese Constante 
das Maafs der Präcision. 

Auch bei dieser Betrachtung kann wiederum das geometrische 
Bild einer Wahrscheinlichkeitscurve angewandt werden. Man 
nehme eine beliebige Einheit als das allgemeine Maafs der A, oder 
der Abscissen an. Dann wird vermögiB der Gleichung 

g)(A)=-^e-'**^^ 

die ganze Curve sogleich verzeichnet werden können, sobald der 
Werth von h bekannt ist. Kennt man folglich nur eine Ordi- 
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nate, welche za einem bestimmten A f^ehört, so wird dadurch die 

ganze Ourve völlig gegeben. Wählte man dazu die Ordinate, für 

welche A = 0, so hat man durch Vergleichung ihres Werthes mit 

h 
— — sogleich den Werth von h. Wählt man dazu die Ordinate, 

welche zu beiden Seiten des Nullpunktes den Flächeninhalt der 
Curve in zwei gleiche Theile theilt, so erhält man h aus der zu 

dieser Ordinate gehörigen Abscisse durch die Gleichung ä = — • 

Kennte man auch nur das Verhältnifs zweier Ordinaten zu einan- 
der, welche irgend welchen Abscissen A und A' entsprechen, so 
würde man, da dieses Verhältnifs wie 6""**^^:e"**^'^', oder wie 
l.g-AÄ(A'A'-AA) jg|.^ daraus h bestimmen können. Am bequemsten 
wählt man für die eine Ordinate die, welche dem Werthe A = 
entspricht. Hieraus folgt, wie es in der Folge häufiger angewandt 
wird: 

IV. 

Wenn die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers =0 sich 
verhält zu der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers =A, 
wie l:e"*^^, so wird für diese Gattung von Beobach- 
tungen h = i/p genommen werden müssen. 

Eine solche Bestimmung von h erlaubt selbst Beobachtungen 
zusammen zu verbinden, die sich auf heterogene Gröfsen z. B. auf 
Winkelgröfsen und Längengröfsen beziehen, sobald es nur möglich 
ist, die relativen Werthe von h in Bezug auf die Einheiten, die 
hei beiden angenommen sind, zu ermitteln. 

Vielleicht kann es zur Erläuterung des Gegenstandes noch 
dienen, ein wirkliches Beispiel aus der Erfahrung aufzuführen, um 
sich zu überzeugen, wie sehr nahe die Function 9>(A) die Ver- 
theilung der Fehler ausdrückt, wenn nur die Zahl der Beobach- 
tungen hinlänglich grofs ist. In den Fundamentis Ästronomiae^ in 
welchen Bessel ein bleibendes Muster von consequenter strenger 
und eleganter Behandlung einer Reihe von Beobachtungen aufge- 
stellt hat, bestimmt er den Werth von r bei einer directen Beob- 
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achtong des Unterschiedes der geraden Aufsteigung der Sonne and 
eines der beiden Sterne a Äquilae und a Canis minoris, wie er ans 
dem Bradlei' sehen Beobachtnngsschatze folgt, za 

r-0:2637 
und vergleicht dann die Anzahl von Fehlern, die zwischen den 
Grenzen 0;'0 und 0"1, 0"1 und 0"2, und so fort immer um O'/l auf- 
steigend, der Theorie nach liegen sollen, mit den Fehlem, welche 
die wirkliche Erfahrung bei 470 Beobachtungen gegeben hat 

In Einheiten von r ausgedrückt, ist das Intervall von 
0"1 = 0,3792 r. Sucht man also aus der zweiten Tafel den Werth 
des Integrals für die verschiedenen Grenzen, so findet man für 
0;i .... 0,3792 die Zahl 0,20186 



0,2... 


.0,7584 „ „ 0,39102 


0,3 .. . 


.1,1376 „ „ 0,55709 


0,4... 


.1,5168 „ „ 0,69372 


0,5... 


. 1,8960 „ „ 0,79904 


0,6 .. . 


.2,2752 „ „ 0,87511 


0,7... 


.2,6544 „ „ 0,92661 


0,8... 


.3,0336 „ „ 0,95926 


0,9 .. . 


. 3,4128 „ „ 0,97864 


1,0... 


.3,7920 „ „ 0,98944 


• • • 


. 00 „ „ 1,00000 


Zieht man hier jede Zahl von der folgenden ab and moltiplicirt 


die Beste mit der Anzahl der Beobachtungen = 470, so findet man 




Anzahl nach der nach der 


zwischen 


der Fehler Theorie Erfahrung 


o';o-o;i 


0,20186 95 94 


0,1-0,2 


0,18916 89 88 


0,2-0,3 


0,16607 78 78 


0,3-0,4 


0,13663 64 58 


0,4-0,5 


0,10532 50 51 


0,5-0,6 


0,07607 36 36 


0,6-0,7 


0,05150 24 26 


0,7-0,8 


0,03265 15 14 


0,8-0,9 


0,01938 9 10 


0,9-1,0 


0,01080 5 7 


über 1,0 


0,01056 5 8 
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Auch bei andern Beispielen findet sich meistentheils, dafs 
gröfsere Fehler etwas häufiger vorkommen in der Erfahrung, als 
in der Theorie, ein Beweis, dafs die Annahme der Grenzen — oo 
und + oo zu keinem Irrthum Veranlassung gegeben hat, sonst 
müfste das Oegentheil stattfinden, üebrigens ist diese Abweichung 
leicht aas dem Umstände erklärlich, dafs gröfsere Fehler in der 
Regel eine ganz ungewöhnliche Vereinigung von nachtheiligen Ein- 
wirkungen voraussetzen, ja selbst häufig durch ein so isolirt 
stehendes Ereignifs herbeigeführt werden, dafs keine Theorie sie 
der Rechnung wird unterwerfen können. 

Den bestimmten Werth einer der Constanten h oder r bei 
einer Gattung von Beobachtungen wird man indessen nur aus 
einer wirklichen Erfahrung, oder aus einer Reihe von Fehlem, 
welche bei dieser Gattung statt gefunden haben, ableiten können. 
Es wird hierzu nöthig sein zuerst das Verfahren kennen zu lernen, 
wodurch man die Fehler, welche am meisten den wahren Fehlem 
sich nähern, bei gegebenen Beobachtungen erhält, und dann zu 
sehen, wie aus diesen Fehlern die Function 9)(A) in allen ihren 
Theilen numerisch bestimmt wird. Man kann mit den einfachsten 
Fällen den Anfang machen. Die Vorschriften für die allgemeineren 
zusammengesetzten Fälle lassen sich dann leichter übersehen, da 
die allgemeinen Grundsätze unverändert bleiben. 

Gesetzt man habe für den Werth einer unbekannten Gröfse x 
durch directe Beobachtung, bei einer m-maligen Wiederholung des- 
selben Verfahrens, unter völlig gleichen Umständen, die Werthe 

n w' n" n'" , 

an der Zahl tw, erhalten. Jede Beobachtung isolirt würde vermöge 
der Bedingungsgleichungen 

X'-n =0 

x — n' =0 

einen genäherten Werth gegeben haben, so wie auch jede Bedin- 
gungsgleichung der allgemeine Ausdruck des Fehlers der Beob- 
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acbtang in irgend welcher Hypothese für x ist. Gehört folglich zu 
dieser Gattang von Beobachtungen die Constante A, so dals fttr sie 

h 



<^(A) = 



-UAA 



SO wird der allgemeine Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers in der ersten Beobachtung bei jeder Annahme für x 

J/TT 

und die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit des Znsammen- 
treffens von m Fehlem in diesen Beobachtungen 



Ä- _ 



TT*"* 



A* {(« - n)« + («-«T + (»- n")«.. . .}. 



Diese Wahrscheinlichkeit wird am gröfsten, wenn die Summe der 
Quadrate der übrig bleibenden Fehler nach einer angenommenen 
Hypothese die kleinstmöglichste ist, und folglich wird auch nach 
dem Satze IL die Hypothese über a?, in welcher die 
Summe der Quadrate der übrig bleibenden Fehler ein 
absolutes Minimum ist, die wahrscheinlichste unter 
allen möglichen sein. 

Man kann dieses Minimum entweder durch die Differential- 
rechnung erhalten, womit 

2(x-w)-i-2(a;-wO + 2(a? — n'0.... = O 
oder 

w -f- n' -4- w" + . . . 
x = 



m 

das arithmetische Mittel also, wie oben zum Grunde gelegt ward, 
der wahrscheinlichste Werth bei gleich guten Beobachtungen ist. 
Man kann aber auch der Summe der Quadrate der Fehler, bei un- 
bestimmt gelassenem x, eine solche quadratische Form geben, dais 
sowohl der wahrscheinlichste Werth von x, als auch das übrig blei- 
bende Minimum der Fehlerquadrate sogleich daraus hervorgeht. 
Der Kürze wegen bezeichne man die Summe 

w -I- n' + n'' durch [n] 

^ nn 4- w'n' 4- n" w" durch [nn]. 
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Diese Bezeichnangsart wird später auf jede beliebige symmetrische 
Pnnction irgend welcher gegebener Gröfsen ausgedehnt werden. 
Damit wird die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, wenn man 
jeden Fehler wirklich quadrirt 



Ä» - 



TT* 



hh I mxx - 2 [»1 X 4- [nn] \ 



welchem Ausdruck man leicht die Form geben kann 



A- ,-*A{c««]-^-H«(,-^n 



TT*"* 



Am kleinsten wird folglich der negative Exponent fSr 

(13) :. = -M. 

tn 

und das Minimum der übrig bleibenden Fehler-Quadrate ist 
(14) ^[nn]-^ 

Diese Form führt zugleich auf die Schätzung der Genauigkeit 
dieser Bestimmung von x. Nimmt man 

[n] 
m 

so wird die Wahrscheinlichkeit dieser Hypothese 



Ä»» 



TT*' 



e 



U{IM-K.-} 



Irgend ein anderer Werth von x aber 



.=-M. 



+ A' 



m 
hat die Wahrscheinlichkeit 

TT*** 

Es verhält sich folglich nach dem Satze II. die Wahrscheinlichkeit, 
dafs das arithmetische Mittel der wahre Werth sei, zu der Wahr- 
scheinlichkeit, dafs es um die Gröfse A' fehlerhaft sei, wie 
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oder nach dem obigen Satze lY. wird für das IT, welches dieser 
Bestimmung von x^ aus mgieichen Beobachtungen hergeleitet, zu- 
kommt 

(15) ir=Äi/n» 

so dafs die Function 9>(A) für diese Bestimmung von x wird 

^^ ^ |/7r 
In einigen Fällen ist es bequemer, statt die relative Genauigkeit 
zweier Bestimmungen durch die Verhältnisse ihrer beiderseitigen h 
und r auszudrücken, den neuen Begriff des Gewichtes einzuführen. 
Man versteht unter Gewicht eines gegebenen Werthes die Anzahl 
von gleich guten Beobachtungen einer bestimmten Art (deren Ge- 
nauigkeit als Einheit der Genauigkeit angesehen werden soll), 
welche erforderlich sein würde, um aus ihrem arithmetischen Mittel 
eine Bestimmung von gleicher Genauigkeit zu erhalten, wie die 
des gegebenen Werthes ist. Hiernach ist in dem gegenwärtigen 
Falle das Gewicht von x gleich m, wenn das Gewicht der einzelnen 
Beobachtung* als Einheit angesehen wird, das Maafs der Genauig- 
keit von X gleich Ai/m, wenn ä das Maafs der Genauigkeit der 
einzelnen Beobachtungen, und der wahrscheinliche Fehler von x 

gleich -w = -i-^ — =7^ — ^ wenn der wahrscheinliche Fehler einer 

Beobachtung durch r bezeichnet wird. Die Gewichte zweier Be- 
stimmungen verhalten sich direct wie die Quadrate des beider- 
seitigen Maafses der Genauigkeit, und umgekehrt, wie die Quadrate 
der wahrscheinlichen Fehler. 

Substituirt man den wahrscheinlichsten Werth von x in die 
Bedingungsgleichungen, so sind die Unterschiede der mit diesem 
Werthe geführten Rechnung und der wirklichen Beobachtung, als 
die Fehler der Beobachtung anzusehen, welche sich der Wahrheit 
am meisten nähern; so lange man also weiter keine Mittel hat, 
den Werth von x näher zu bestimmen, wird man die so erhaltenen 
Fehler als die wahren ansehen müssen. Die Summe ihrer Qua- 
drate mufs nach der ganzen Herleitung gleich dem vorher un- ' 
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mittelbar bestimmten Minimum oder = [nn] — ^^-=^ sein. Um im 

tu 

Allgemeinen für diese Summe einen bequemeren Ausdruck zu er- 
halten, hat man einen neuen Begriff, den des mittleren Fehlers, 
eingeführt. Unter dem mittleren Fehler versteht man die Gröfse, 
welche man erhält, wenn man die Summe der Quadrate der wah- 
ren Beobachtungsfehler dividirt durch die Anzahl der Beobach- 
tungen, und aus dem Quotienten die Quadratwurzel auszieht. Be- 
zeichnet man den mittleren Fehler überhaupt mit ^2 so wird folg- 
lich in dem gegenwärtigen Falle 



.-i'(^) 



oder 

[ny 



m «2 *2 = [^^] • 



m 

insofern man die aus der wahrscheinlichsten Hypothese hervor- 
gehenden Fehler als die wahren einstweilen anzusehen genöthigt 
ist Man kann den mittleren Fehler auch so definiren, dafs er der 
Fehler ist, welcher, wenn er allein bei allen Beobachtungen ohne 
Unterschied angenommen würde, dieselbe Summe der Quadrate der 
Fehler, wie die wirklich stattfindenden geben würde. Hiernach 
ist die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens von m wahren 
Beobachtungsfehlem allgemein in jeder Hypothese, die man über 
die Oonstante h der Function 9)(A) machen kann 

ffTss:—— ß — hhme^fi 
TT*"* 

Aus diesem Werthe wird man jetzt auch den wahrscheinlichsten 
Werth von h bestimmen können. Denn wenn die m Beobachtungs- 
fehler, folglich auch «2« wirklich statt gefunden haben und weiter 
nicht verändert werden können, so wird das Maximum dieser 
Function W allein von dem Werthe von h abhängen. Der wahr- 
scheinlichste Werth von h wird der sein, welcher diese Function W 
zu einem Maximum macht 

Encke's AbhandL II. 3 
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Man kann dieses Maximum zuerst wieder durch die Diffe- 
rentialrechnung suchen. Schreibt man den obigen Ausdruck so 

lg Tr= w lg A — im lg TT — ÄÄ n» «2 ^2 
so wird die Bedingung des Maximums 

= — — 2m h «2 «2 
oder 

womit 

h — '-. 

«2 1/2 

Man kann indessen auch im allgemeinen die Gröfse W als 
Function von h für geänderte Werthe von h entwickeln. Es ge- 
höre zu einem Werthe ä + A der Werth TT' eben so, wie zu h der 
Werth W gehört, so wird man haben: 

IgTF' = m lg (A + A) — im lg TT -- (A -h A)^ m «g «2 
schreibt man hier für m lg (A + A) den Ausdruck 



mlgA + mlga + -^j 



und entwickelt den letzten Theil in die bekannte Reihe, so wird 

lg TT' = m lg A — im lg TT — AA m «2 ^2 

A , A« , A» , A* 

— 2mc2^2^^ — m€2^2 ^^ 
und durch Verbindung mit dem Ausdruck von lg W wird 

lg(-^) = (x^2mA62«2)A-(i-p- + m62«2)A2 

Soll hier der Werth von A der wahrscheinlichste, folglich W ein 
absolutes Maximum werden und ^g-jrr deshalb stets einen nega- 
tiven Werth erhalten, so wird man den Ooefficienten von A gleich 
Null setzen müssen. Für das Maximum von W wird also 
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Wh 1 

(16) -^ — 2m Ä «2*2 = oder -^=«2 1/2 

und wenn man diesen wahrscheinlichsten Werth in die übrigen 
Glieder snbstituirt, so wird jeder andere Werth von TT, insofern 
€r von einem andern h abhängt, gefunden durch 

Man kann sich hier erlauben, die in dem Exponenten als Factor 
enthaltene Keihe » 1 zu setzen. Denn wenn man den Werth des 
wahrscheinlichsten h einfährt, so wird sie 

welche Reihe noch mit w-p" multiplicirt werden mufs. Wenn -^ 

ein kleiner Bruch ist, so wird die Reihe von der Einheit wenig 
abweichen, und noch mehr der Unterschied des vollständigen stren- 
gen Werthes von dem genäherten e-^-jir unmerklich sein. Sollte 

aber -,- einen gröfseren Werth haben, so wird W* sehr klein ge- 
gen TT, und eben deshalb der ganz scharfe Ausdruck kein erheb- 
liches Interesse haben. Hiemach verhält sich die Wahrscheinlich- 
keit, dafs h == — ; — , oder TT, zu der Wahrscheinlichkeit, dafs der 

«2 1/2 ^ . 

Werth von h = — -— 4- A, oder TT', wie 
«2 1/2 

l:e-2«*«.«aAA ocler l:e--^AA 

Folglich ist nach dem Satze (IV) das Maafs der Präcision für den 

Werth von h = — -— 
«2 1/2 

= €2!/ 2»! oder ^~r^^'^ 
und der wahrscheinliche Fehler dieser Bestimmung 

"" ym «2 1/2 * l/^ 
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oder es ist Eins gegen Eins zu wetten, dafs der wahre Weiih 
von h liegt zwischen 

(17)...._l_{i4-.-^} und — L_{i^_JL_} 
«2I/2 l |/wi ^21/2 l l/^ J 

Hieraus folgt zugleich wegen 

dafs der wahrscheinliche Fehler einer einzelnen Beobachtung 
von dem mittleren Fehler abhängt durch die Gleichung 

(18) r = p t/2 . £3 = 0,674489 i?a 

wenn der numerische Werth von qi/2 substituirt wird. Die Sicher- 
heit dieser Bestimmung wird durch die Grenzwerthe von h be- 
stimmt. Es ist Eins gegen Eins zu wetten, dafs r liegt zwischen 

?l/2 - Qi/2 
— ^-^ €0 und — ^-^ «2 



1 + 



|/m i/m 

wofür man sich, da eine absolute Genauigkeit nicht beabsichtigt 
wird, erlauben kann die Grenzen von r « 

(19)...«2-9l/2(l— ^) und e,.Qy2[l + -^) 

zu setzen. Man vernachlässigt dabei die höheren Potenzen der 
Unsicherheit des wahrscheinlichen Fehlers gegen die erste, insofern 
man diese Unsicherheit als eine kleine Gröfse erster Ordnung be- 
trachtet. 

Es bleibt hierbei noch der Umstand zu berücksichtigen, dafs 
die Gröfse «2f und damit auch A, nach den gemachten Voraus- 
setzungen eigentlich aus den reinen Beobachtungsfehlern hätte be- 
stimmt werden sollen, während sie doch nur aus dem erhaltenen 
Minimum der Fehlerquadrate abgeleitet worden ist. Es ist klar, 
dafs diese Art der Herleitung nothwendig etwas fehlerhaft ist, 
weil jeder noch so wenig von dem arithmetischen Mittel verschie- 
dene Werth von a?, in jedem Falle ein gröfseres «2» und ein 
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kleineres ä, gebep mufs. Um dieses deutlicher zu übersehen, sei 
der wahrscheinlichste Werth von x^ sofern es aus den m Beobach- 
tungen folgt =p, oder 

[n] 
^ m 

Der wahre Werth aber sei p + A p. Dadurch, dafs jp in die Be- 
dingungsgleichungen substituirt wird, erhalten wir als die Fehler 
der Beobachtungen die Gröfsen: p — n,p — n\p — nf*.... die der 
Kürze wegen mit «, «', a" . . . bezeichnet werden mögen. Die 
Substitution des wahren Werthes jpH- Ajp, würde dafür gegeben 
haben p + Aj? — w, jp + Ajp — n',|? + A^-- w''. . ., und diese letzteren 
Gröfsen, die mit d, d', cJ" bezeichnet werden mögen, würden die 
reinen Beobachtungsfehler gewesen sein. Wir haben folglich die 

Gleichungen 

a +A2> = d 

a" 4- Ajp = d" u. S. w. 

Die Summe der Quadrate zu beiden Seiten genommen, wird, weil 
[a] = ist, geben 

Nehmen wir also [« «] als die wahre Summe der Pehlerquadrate, 
so fehlen wir stets um die positive Gröfse mAi?^. Diese Dar- 
stellung giebt indessen zugleich das Mittel an die Hand, den 
Fehler so weit zu verbessern, als die Umstände erlauben. Wäre 
zu den m Beobachtungen noch eine neue hinzugekommen, ohne dafs 
wir bestimmt wüfsten, welchen Werth sie gegeben hätte, so würden 
wir dem [aa] noch den Werth «2 «2» als den mittleren Werth eines 
solchen Quadrats, hinzufügen müssen. Die Gleichung zeigt an, 
dafs mAjp2 jedenfalls hinzugefügt werden mufs, und aus dem 
Obigen folgt, dafs jp das Gewicht m hat, oder dafs wenn eine 
einzelne Beobachtung den mittleren Fehler e^ hat, der mittlere 

Fehler von jp gleich — ^ wird. Hieraus geht hervor, dafs wir der 
Wahrheit uns so viel als möglich nähern werden, wenn wir in 
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dieser Oleiehungf die Oröfse von Aj) so annehmen, wie es sein 
Verh&ltnifs zu den einzelnen Beobachtung^en erg^ebt, oder den 

Werth Aj)=«-— ^ substitniren* Damit wird 
|/iw 

und weil der angenommenen Definition znfolge 

so wird der Werth von «2 &ns den m fibrig bleibenden Fehler nach 
der Substitution des arithmetischen Mittels erhalten durch 

(20) (w — l).62e2 = [aa] 

um möglichst nahe den reinen mittleren Fehler der 
Beobachtungen zu erhalten, mufs man bei einer unbe- 
kannten Gröfse die Summe der Fehler-Quadrate so an- 
sehen, als gehöre sie nicht zum, sondern zu (m— l)Fehlern. 

Man kann sich von der Richtigkeit dieser Vorschrift ganz all- 
gemein auch so, wenigstens vorläufig, überzeugen. Wenn (a un- 
bekannte Gröfsen gefi^nden werden sollen, so werden dazu in jedem 
Falle fi von einander unabhängige Bedingungsgleichungen erfordert, 
und wenn nicht mehr als (i solcher Gleichungen gegeben sind, so 
werden diese genau dargestellt, ohne dafs uns irgend ein Maafs- 
stab zu der Schätzung des möglichen Fehlers dabei übrig bleibt. 
Wir erhalten diesen erst, wenn wir die gefundenen Werthe in an- 
dere Bedingungsgleichungen für dieselben unbekannten substituiren, 
und die vorkommenden Fehler vergleichen, so dafs bei ni Beob- 
achtungen, auf diese Art behandelt, m — fi Fehler vorkommen, die 
über die Genauigkeit urtheilen lassen. Dadurch, dafs wir nicht 
fjb bestimmte Gleichungen allein als die absolut richtigen, und die 
Abweichungen aller übrigen von den, aus den (a gewählten, ge- 
zogenen Resultaten, als Fehler ansehen, sondern allen gleichen 
Antheil an der Bestimmung der unbekannten gewähren, kommen 
wir gewifs der Wahrheit näher, aber wir heben dadurch nicht die 
analytische Nothwendigkeit auf, dafs wenn nicht (a bestimmte 
Gleichungen, doch aus allen zusammen ein Aequivalent für solche 
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fjb Gleichungen, zur Bestimmung von (i unbekannten Qröfsen immer 
verwandt werden mufs. Polglich werden auch immer die so er- 
haltenen Functionen der übrig bleibenden Fehler sich nicht auf 
eine Zahl von m Fehlern, sondern auf die Zahl von m — fi Fehlem 
beziehen, wie es hier für /i* = 1 gezeigt worden ist, und im fol- 
genden für jedes beliebige /i* gezeigt werden wird. 

Zur leichteren Uebersicht der Vorschriften für den bisher be- 
trachteten einfachsten Fall gleich guter directer Beobachtungen 
einer unbekannten Gröfse möge die Anwendung derselben auf 
Benaenberg's letzte und genaueste Fallversuche in den Schle- 
buscher Kohlenbergwerken dienen. Diese Versuche hatten den 
Zweck, die Axendrehung der Erde direct dadurch zu beweisen, 
dafs Engeln aus einer beträchtlichen Höhe ohne Anfangsgeschwin- 
digkeit losgelassen in der untern Station beim Niederfallen weiter 
gegen Osten abweichen als ein ruhig hängendes Loth von dem- 
selben Anfangspunkte herabgelassen. Die Versuche wurden, wenn 
auch in einzelnen Theilen abgeändert, doch alle so angestellt, dafs 
ihnen gleicher Werth zukommt. Da sie nur als Beispiel dienen 
sollen, so lasse ich die (nicht mit der Theorie übereinstimmende) 
Abweichung der einzelnen Kugeln gegen Norden und Süden ganz 
aufser Acht; sie hebt sich überdiefs im Mittel aus allen Versuchen 
fast völlig auf. Eben so nehme ich nur die Versuche als gültig 
an, welche der Beobachter in der Tabelle seines Werkes (Versuche 
über das Gesetz des Falles u. s. w. vou J. F. Benzenberg, Dort- 
mund 1804) pg. 424 als stimmfähig erklärt, wenn gleich die Gründe 
des Ausschliefsens mehrerer sonst angestellter vielleicht nicht ganz 
überzeugend sind. Bezeichnet man die östliche Abweichung vom 
Lothpunkte mit 4-, die wesentliche mit — , so wurden folgende 
Abweichungen in Pariser Linien bei einer Fallhöhe von 262 Pariser 
Fufs beobachtet. 
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_n n 

Versuch 1. — 3^0 Versuch 16. — 8^0 

2. + 12,0 17. + 8,0 

3. + 3,0 18. 4-10,0 

4. + 13,0 19. + 7,0 

5. +20,0 20. + 7,5 

6. - 2,0 21. + 6,0 

7. + 11,5 22. - 2,0 

8. - 4,0 23. + 11,0 

9. + 2,0 24. - 4,0 

10. + 2,0 25. - 9,0 

11. + 12,0 26. - 10,0 

12. + 7,0 27. + 8,5 

13. + 13,5 28. + 10,0 

14. 4- 11,0 29. + 5,5 

15. + 9,0 

Die einfache Form der Bedingungsgleichungen, wenn x die gesuchte 
Abweichung bezeichnet, ist hier 

x — n = 
folglich ist nach (13) die wahrscheinlichste Abweichung 
^^ +189,5-42.0 ^^^.^g 

und die übrig bleibenden Fehler, der leichtern üebersicht wegen 
nach ihrer absoluten Gröfse geordnet, sind: 

Versuch 29. -0,'414 Versuch 7. - 6^414 

21. -0,914 2. - 6,914 

12. - 1,914 11. - 6,914 

19. - 1,914 6. + 7,086 
3. +2,086 22. + 7,086 

20. -2,414 4. - 7,914 
17. -2,914 1. + 8,086 

9. +3,086 13. - 8,414 

10. +3,086 8. + 9,086 

27. -3,414 24. + 9,086 

15.-3,914 16. +13,086 

18.-4,914 25. +14,086 

28.-4,914 5.-14,914 

14.-5,914 26. +15,086 
23. -5,914 
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Die Summe der Quadrate dieser Fehler wird entweder durch un- 
mittelbare Erhebung jedes einzelnen Fehlers in das Quadrat oder 
vermittelst der Formel (14) gefunden 

= 1612,0 bei m=-29 



folglich ist 

woraus 
und 



,=1/- 



1^^2'^ =7T588 



28 
r = 63.^1/2 =5',"118 

Ä = -i — 0,093 

r 



in Bezag auf die Einheit der Pariser Linie. 

Wegen >» = 29, also -^ — = 0,08846 kann man Eins gegen 
Eins wetten, dafs liegen werde 

«2 . . zwischen 67916 und 87260 
r... „ 4,665 „ 5,571 
/i. .. „ 0,085 , 0,101 

Endlich hat die wahrscheinlichste Abweichung in Bezug auf 
einen einzelnen dieser Versuche das Gewicht 29, folglich ist ihr 
wahrscheinlicher Fehler (und ähnlich das ihr zukommende B. und 
der mittlere Fehler) 

= -j^ = 07950 

dessen Grenzen der Sicherheit aus den Grenzen von r sich auf 
dieselbe Weise ergeben, und man kann Eins gegen Eins wetten, 
dafs die wahre Abweichung liege zwischen 

47136 und 6':036 

Der Werth, den die Theorie giebt, 476, liegt innerhalb dieser 
Grenzen. Die Versuche stimmen also damit uberein. Eben so 
stimmen sie auch für ihre geringe Anzahl hinlänglich mit dem 
Werth von r, wonach die Hälfte der Fehler kleiner sein sollte, 
als 571 18. Unter 29 Fehlern sind 13 kleiner als. diese Gröfse und 
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16 überschreiten sie. G&be es^ar keine östliche Abweichung, so 
fände bei x ein Fehler von 57086 statt Da dieser aber mehr als 
das fünffache des wahrscheinlichen Fehlers von x ist, so grenzt 
das Vorhandensein einer Ostlichen Abweichung ganz nahe an die 
Gewifsheit. Wollte man die absolute Gröfse innerhalb engerer 
Grenzen bestimmen, so wfirde man beträchtlich mehr Versuche 
dieser Art anstellen müssen. Es würden 2600 ungefähr nöthig 
sein, um den wahrscheinlichen Fehler von x bis zu 0','1 zu verringern. 

Immer darf man hierbei nicht übersehen, dafs die Fehlergrenze 
offenbar viel zu eng ist, theils weil bei der absoluten Kleinheit 
von X ein constanter Fehler in der Art der Beobachtung einen 
verhältnifsmäfsig sehr grofsen EinfluTs haben wird, theils weil das 
Ausschlielsen der Beobachtungen, die über 2 Zoll abwichen (ihrer 
sind im Ganzen 11 bei 40 überhaupt gemachten), schwerlich voll- 
kommen gerechtfertigt werden kann; überhaupt setzt ein solches 
Ausschliefsen, wenn es blofs nach dem Erfolg geschieht, der Gefahr 
aus, sich von der reinen Wahrheit zu entfernen, und bewirkt immer 
eine irrige Vorstellung von der Sicherheit des Resultats. 

Der beschwerlichste Theil der Rechnung in diesem einfachsten 
Falle ist die Bestimmung der Summe der Fehler-Quadrate; man 
kann wünschen, auf eine einfachere Weise zu der EenntniTs von r 
und h zu gelangen. Diese Untersuchung hat auch noch aufserdem 
den Nutzen, den Gegenstand von einer andern Seite zu betrachten, 
und zu der Bestimmung von h aus der Summe der Fehler-Quadrate 
noch auf einem andern Wege zu gelangen. 

Wäre ganz allgemein (ohne bestimmte Annahme der obigen 
Function 9 (A)) das Gesetz der Fehler durch tp(^) gegeben und diese 
Function vollständig bekannt, so würde man in Bezug auf m be- 
liebige Beobachtungen, schon vorher ehe man ihr Resultat kennt, 
auf die Vertheilung der Fehler und auf die Gröfse beliebiger Func- 
tionen derselben einen Schlufs machen können, der sich um so 
mehr, nachdem die Beobachtungen gemacht sind, bestätigen müfste, 
je gröüser m ist. So z. B. werden der Wahrscheinlichkeit nach 
zwischen A *=r « und A = & eine Anzahl von Fehlem liegen 
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n I ifß 



eben so wird auch, da fn^(A) die Anzahl der Fehler von der 
Gröfse A ist, die Gröfse mA^^^CA) die Summe der n^^ Potenzen 
der Fehler von der Gröfse A bei m Beobachtungen sein und folglich 



n A» 



•00 

m I A» V'(^) • ^A = wÄ:C«) 

-00 



die Summe der n*«» Potenzen aller der Fehler im Allgemeinen 
ansdräcken, die bei m Beobachtungen dem Gesetze der Wahr- 
scheinlichkeit zufolge vorkommen sollten. Die Gröfse A;(«), wo der 
Index (n) sich nach der Potenz von A richtet, oder das J zwischen 
den weitesten Grenzen genommen, kann nicht blofs eine ab3olute 
Zahl sein, sondern wird eine oder mehrere Conatanten enthalten 
mflssen, die sich auf die Gattung der Beobachtungen beziehen. 
Kennte man deshalb zwar die Form von V^(A), aber wäre über 
den genauen Werth der darin enthaltenen Constanten noch un- 
gewifs, so würden beliebige m Beobachtungen, wenn die reinen 
Beobachtungsfehler dadurch gefunden worden sind, zu der Eennt- 
nifs der Oonstanten fuhren. Denn es seien die Fehler a, /?, y^ d 
an der Zahl m unmittelbar gegeben, so wird der wahrscheinlichste 
Werth von A;<») gefunden durch 

j^fns^ tt^ + /?» + y» + J** , . . ^ [A»3 
m m 

Jede andere Hypothese über den Werth von kf^^ würde die Fehler 
nicht nach dem Gesetze tp(t^) vertheilt voraussetzen, folglich einen 
Irrthum in einem oder mehreren Werthen von «», /?», r" u. s. w. 
annehmen. Der Werth von Ä^'*^ welcher* keinen Irrthum bedingt, 
mufs diesen m Beobachtungen zufolge, der wahrscheinlichste sein. 
Diese Form giebt aber zugleich auch die Grenzen der Sicher- 
heit der so erhaltenen Bestimmung von ä:(»> an. Es gilt bei &^»^ 
völlig strenge das Princip des arithmetischen Mittels, wodurch man 
f&r jedes m, aus dem, was die Beobachtungen einzeln ergeben, 
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den wahrscheinlichsten Werth einer and derselben unbekannten 
Gröfse findet. Die Gröfsen a», /J", /» treten folglich in die Reihe 
von directen Beobachtungen der Gröfse *;(*> und die unterschiede 
i(»)__flffi^ &(») — /?», jc^n)^yn ginc[ aig ^e Fehler einer solchen ein- 
zelnen Bestimmung anzusehen. Ffir sie gilt [abgesehen von der 
ursprünglichen Form V^(A)] in jedem Falle die oben bestimmte 
Form 9)(A). Hiernach ist die^mittlere Abweichung einer einzelnen 
Bestimmung 

wofür man sich erlauben kann, durch Substitution von 
[A«] = a» +/J» -hy« +d» ...=wÄ:(») 

zu schreiben, wenn man die Erhebung in das Quadrat ausfuhrt: 

die wahrscheinliche Abweichung eines einzelnen Datums ist: 

= ßI/{2(ik(2»)_fc(»W«))} 

und folglich des arithmetischen Mittels aus m Angaben 
Es ist folglich Eins gegen Eins zu wetten, dafs liege 



und 



l// 2(feQ»)-^A;(«)feW) \ 



oder dafs 

wo die Klammer sich auf die Grenzwerthe bezieht, zwischen wel- 
chen die Wahrscheinlichkeit =i ist. 

In der Anwendung auf das oben für t//(A) gefundene Gesetz 9)(A) 

n 

braucht man jedesmal den Werth von l/A;^«). Bezeichnet man also 
allgemein 



Digitized by 



Google 



Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 45 



r 



• = «« 



m 

und zieht auf beiden Seiten die w*« Wurzel aus mit Vernachlässi- 
gung der hohem Potenzen für die Qrenzwerthe, so wird 

Diese Formel bedarf nur noch der Bestimmung der Werthe 
von ÄC«) für jedes beliebige n. Für die hier geltende Function 9)(A) 
wird 



t iO + OO 



hhAAddi 



oder wenn man, um die ungeraden Fehler-Potenzen (die sonst stets 
sich aufheben mfifsten) mit in Rechnung ziehen zu können, alle 
Fehler als positiv betrachtet 






weil die Fehler zu beiden Seiten von Null gleich vertheilt sind. 
Setzt man hier 

so wird 



Un).I^=CZ-i'dt 



durch theilweise Integration findet man das allgemeine Integral 



^_if»-ie-^ + J^J<»-2e-«» 



dt 



Der erste Theil verschwindet sowohl für die Grenze als oo, weil 

bei der letztem 6~^= "TT' durch die Reihen-Entwicklung immer 

höhere Potenzen von t im Nenner hervorbringen wird als im Zähler 
sind, folglich wird 
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-^ff-u-. 



Ä(»).*!l^iL = .:!^|^-ae-«'d< 



2 2 

oder 

Durch die Fortsetzung dieser Operation wird man, je nach- 
dem n gerade oder angerade ist, entweder auf X;«» kommen oder 
auf k<^\ Jenes ist aber nach (5) 

und für dieses findet sich durch unmittelbaren Anblick der Formel 

hl/n 
Hieraus ergeben sich von selbst die folgenden Weilhe: 

Ä(o) = l km = -^ — 

Ä|/ff 



2Ä« h'yjT 



4h* h^ \/n 



8A« ÄV» 



16A8 h^yn 

Bei der Substitution dieser Werthe in die obige Formel wird 

n 

auf der linken Seite der Gleichung |//K") werden für 

, 1 i7l.3.5....(«-l) 

«gerade -XT 2-2.2.... 2 

«ungerade=-^.|/ j^^^^^ ^ 

Moltiplicirt man folglich beide Seiten mit q und läfst dann auf der 
linken Seite -?- = '' allein stehen, so erhält man folgende Werthe: 
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47 



. =e|/7r .«,jl±_X__|/(7r-2) 



Ql/2 *€2\l± 



ym 



r^Q]/n .«g 



r = ßl/| .€, 






-8 
36 



10 






9457r-128 



1600 



oder in Zahlen 



l =^ I/m r 45 



«6 1± 



f. 



r = 0,845347. «ijlit 
r = 0,674489. 8a I 



0,509584 
0,476936 



1±- 



0,497199 



r = 0,577190..3fl±^^^^^| 

r = 0,512502.8 Jl ±^2.^^2119} 

A,4ßKtPLQ fi 0,635508 1 
r = 0,465553.86Jl±^^-| 

-0,429497..|l.^^) 

WO «1 das arithmetische Mittel aus allen Fehlern ist, ohne Rflck- 
sicht dabei auf ihre Zeichen zu nehmen, «2 die Quadratwurzel aus 
dem arithmetischen Mittel der Quadrate der Fehler, und überhaupt 
^n die n^ Wurzel aus dem arithmetischen Mittel der n^^ Potenzen, 
ohne Bflcksicht auf das Zeichen. 

Aus den Zahlen für die Qrenzwerthe sieht man, dafs die Be- 
stimmung durch die Summe der Quadrate die vortheilhafteste ist. 
Bei gleich vielen Beobachtungen erhält man durch sie die engsten 
Grenzen, innerhalb welchen man Eins gegen Eins wetten kann, 
dafs r liege. Zur Erlangung gleicher Grenzen wird, je nachdem 
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man €i, «2f ^s i^* s- w. anwendet, die nötbige Anzahl von Beobach- 
tnng^en sich gegenseitig verhalten wie 

^ , 157r-8 4 9457r-128 113 
• 36 'S' 1600 • 45 

oder wenn man bei e^ 100 Beobachtungen nöthig hat, um gewisse 
Grenzen zu erhalten, so braucht man für dieselben Grenzen bei 

«1 114 Beobachtungen 

^8 109 

i?4 133 „ 

*6 178 

*6 251 

Wegen der grofsen Bequemlichkeit von «i und des doch nicht allzu 
erheblichen Unterschiedes in Hinsicht auf die Enge der Grenzen, 
wird man wohl meistentheils, wenn nicht schon die Summe der 
Fehler-Quadrate bekannt ist; die Anwendung von «i vorziehen. 

Für das obige Beispiel ist die Summe der absolut genommenen 
Fehler - 181,898, folglich 

181,898 n*'*A/\ß 
«1= 28 = ß'^96 

und daraus 

r = 57492 
innerhalb der Grenzen 

47972 und 67012 

Ein Werth, der, wenn er auch von dem oben gegebenen abweicht, 
doch für die geringe Zahl von Beobachtungen immer zu einer hin- 
reichenden Schätzung der Genauigkeit des Resultats fuhren wird. 
Man kann aufserdem noch zu dieser Bestimmung den Satz be- 
nutzen, welcher auf die Gröfse der einzelnen Fehler keinen directen 
Bezug hat, sondern nur ausspricht, dafs nach dem jedesmaligen 
Gesetze der Wahrscheinlichkeit [ohne bestimmte Annahme von SP(A)] 
der Begriff des wahrscheinlichen Fehlers die Bedingung enthält, 
dafs eben so viele Fehler kleiner sind als r, als gröfsere vor- 
kommen* Ordnet man deswegen die Fehler, ohne Rücksicht auf 
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ihr Zeichen; nach ihrer absoluten Gröfse, und zählt von dem klein- 
sten an, so wird bei m Beobachtungen der, welcher zu dem Index 
i{m-hl) gehört, bei m ungerade, oder bei geradem m das arith- 
metische Mittel zwischen den Fehlern, deren Index \ m und im -hl 
ist, einen genäherten Werth. für r angeben. In dem obigen Bei- 
spiele wäre es wegen m =29 der 15*« oder man fände hieraus 

r = 57914. 

Wenn indessen schon bei den Potenzensummen die gröfsere Anzahl 
der Beobachtungsfehler die Genauigkeit in Bezug auf die wahr- 
scheinlichen Grenzen so sehr wachsen läfst, so wird bei dieser 
Zählungsweise es um so mehr stattfinden müssen. Da Gauls in 
der Zeitschrift für Astronomie I. pg. 195 die dazu nöthige Formel 
ohne Beweis angegeben, so wird um so mehr der folgende elegante 
Beweis, den ich der Mittheilung meines geehrten Collegen, Herrn 
Prof. Dirichlet, verdanke, hier von Werth sein, als der Satz 
selbst anderswo noch nicht bewiesen ist. 

Man suche die Wahrscheinlichkeit, dafs bei (2w •+■ 1) Beobach- 
tungen die Vertheilung der Fehler so sei, dafs ein Fehler liege 
zwischen t und t-hdt, w Fehler zwischen und t, und n Fehler 
zwischen t-^dt und oo. Die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Fehler 
kleiner als t, sei wiederum ganz allgemein 



'Sr 



Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers >t-hdt wird dann werden 

l—tp(t)dt'-\tp{£:i)d/\ = l-u-i/j{t)dty 

da die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen t und t-\-dt ist 
= tp{t)dt Hiernach ist die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit 
einer Anordnung der Fehler, wenn n Fehler < *, ein Fehler zwischen . 
t und t •+■ dt, und n Fehler >t + dt 

= u^{l — uY'tp{t)dt 

Encke'g Abhandl. II. 4 
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wenn man die Glieder zweiter Ordnung vernachlässigt, da das Re- 
sultat von der ersten Ordnung ist. Solcher Fälle oder Anordnungen 
können aber so viele vorkommen als Versetzungen von 2n + l 
Elementen möglich sind, wenn unter ihnen n gleiche Elemente 
einer Art (deren Wahrscheinlichkeit = u) und n gleiche Elemente 
einer andern Art (deren Wahrscheinlichkeit = (1 — u)) vorkommen. 
Folglich ist die Wahrscheinlichkeit aller möglichen Anordnungen 

dieser Art 

1 . 2 . 3 . . . (2w H- 1) „ ,, . , ... , . ^. 

Denkt man sich die Gröfse dt des Intervalls zwischen t und t-hdt 
constant, so giebt es einen Werth von t^ für welchen U ein Maximum 
ist. Die sich durch Differentiation zur Bestimmung desselben er- 
gebende Gleichung ist: 

U 1— ti ^ 

wo tp*{t) die nämliche Bedeutung, wie oben ^'(A) hat. Es ist näm- 
lich du, oder das Increment von J tp(^)dA in Bezug auf eine un- 
endlich kleine Aenderung der Grenze t, gleich tp{f)dt Man kann 
der letzten Gleichung die Form geben 

±__J_+J^_o 

u i—u nxpt 

Das letzte Glied wird um so kleiner werden, je gröfser n ist, oder 
je mehr Beobachtungen gegeben sind. Bei einer hinlänglich grofsen 
Anzahl ' wird man es vernachlässigen können. Oder der Werth 
von ^ für welchen das Maximum statt findet, nähert sich bei wach- 
sendem n immer mehr dem Werthe, welcher aus der Gleichung folgt: 

1 1 



u 1 —u 
d. h. 



«0 



w« 1 ^ 



oder nach der oben gegebenen Definition dem Werthe r. 
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Nimmt man das Integral von Inzwischen bestimmten Grenzen, 
so erhält man daraus die Wahrscheinlichkeit, dafs der in der Mitte 
liegende Fehler in diesen Grenzen enthalten ist. Diese wird also 
für die Grenzen r — d und r + d 

1.2.3...(2n-hl) C'^^f ^ ,,,,, 



in-t-l) ("*' , 



" (1.2.3, 

oder weil xp{t)dt^du^ wenn wegen der Grenzen in Bezug auf t 
gesetzt wird 



J'^r — a fw-ho 



so wird die Wahrscheinlichkeit, dafs der mittelste Werth zwischen 
r — d ond r-^d liegt 

l-2-3...(2« 



(1.2.3. 






w« (1 — tt)« du. 



Je gröfser die Anzahl der Beobachtungen ist, desto enger werden 
die Grenzen, zwischen welchen t mit gleicher Wahrscheinlichkeit 
liegen wird. Sind deshalb die Beobachtungen zahlreich genug, so 
wird, wenn man u^ und u^^ nach dem Taylor'schen Satze ent- 
wickelt, es erlaubt sein, nur die erste Potenz von d zu berück- 
sichtigen. Dadurch wird 



w' «= 1 ^< 



\ptdt — d^(r) . . . = i — d%i>{f) 
und ebenso 

Sowohl diese Form, als auch die Verbindung von w und 1 — 14 
iu dem Integral, zeigt an, dafs man eine noch bequemere Form 
erhalten wird, wenn man fUr u eine andere Variable einfuhrt; am 
besten durch die Gleichung 



t^ = i4 



<^-^) 



■^"^ 2i/« 
folglich 

4* 
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l__W = i--^5-? ifl ?—) 

^ 2|/« ^\ p/n / 

wobei die Grenzen in Bezog auf s gefanden werden durch 

^^ ^ 2i/n 
Hiemach wird das Integral 

1.2.3.. .(2n+l) 1 if.JLY^, 

(1.2.3...n)2 ' 22«-Mi/n M^ n ) ^^ 

cy -2<f ynV(r) 

oder weil ^ im Differential nnr gerade Potenzen enthält 

1.2>3...(2n + l) 1 if.JLY^, 

(1.2.3...w)2 * 22»i/n 1^^ » ^ 

Sei nun d|/w eine endliche Gröfse =y, also die Grenze d in eben 
dem Maafse abnehmend wie 1/ w zunimmt, so bleibt s innerhalb der 
angenommenen Grenze endlich, wie sehr auch n zunimmt. Bei 
einem grofsen n wird man aber auch nach der Entwickelung der 
Logarithmen in Euler' s Introdiictio setzen können: 

und 

1» 2-3... 2m 2^^ 

(1. 2.3... w)2 "" i/nn 

nach Euler Calc. Diff. P. IL Cap. VL § 160-162, als dem Grenz- 
werthe, welchem es sich beständig mit wachsendem n nähert, so 
dafs der Ausdruck wird 

»2(f l/»^(r) 



2«+i r\ 



wofür man unbedenklich schreiben kann 

' ''ds 



yn 



-Jr" 
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als den Ausdruck for die Wahrscheinlichkeit, dafs bei zahlreichen 
Beobachtungen, der mittelste Fehler, wenn alle der Gröfse nach 
geordnet sind, liegt 

zwischen r — d und r + d 

Diese Wahrscheinlichkeit wird folglich i, oder es sind die wahr- 
scheinlichen Grenzen gegeben durch 

2d\/n\p{r)=^q 
d. h. 



2l/n %f){r) 
Für das oben angenommene Gesetz der Fehler 

werden also die wahrscheinlichen Grenzen von r 

T rfc — 

4i/n« A 
oder wenn man statt 2n+l die Anzahl der Beobachtungen m 

nennt, und die Gleichung 

Ar = 9 

benutzt: 



Y^ l/(8m) j 



r\\± 



Der numerische Werth von e^^ ist 1,2554176, womit der Aus- 
druck wird: 

f 0,786716 1 

Diese Art der Bestimmung von r ist folglich noch ungenauer als 
irgend eine der früheren bis zur Summe der 6*®"» Potenzen. Auf 
das obige Beispiel angewendet würde: 

r = 57914 ±07864 
oder die Grenzen 

5';'050 und 67778. 

Schon bei den bisherigen Beweisen war es häufig nothwendig, 
von der Wahrscheinlichkeit eines Werthes, auf diejenige eines 
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anderen Werthes za schliefsen, der von dem ersten anf eine ein- 
fache Weise abhing. Des folgenden wegen wird es nothwendig 
die aUgemeine Aufgabe zu lösen: Wenn man die wahrschein- 
liebsten Werthe der von einander unabhängig bestimmten Oröfsen 
Xy x^ 7f^ o. s. w. kennt, und auch die verschiedenen Grenzen, inner- 
halb welcher diese wahrscheinlichsten Werthe liegen werden, wenn 
irgend* eine bestimmte Wahrscheinlichkeit ihnen zugeschrieben 
werden soU, den wahrscheinlichsten Werth irgend welcher Function 
dieser Yariabeln 

zu bestimmen, und die Grenzen, innerhalb welcher X dieselbe be- 
stimmte Wahrscheinlichkeit hat. Da man, wenn der Werth von r 
bei einer durch Beobachtungen ermittelten Gröfse bekannt ist, so- 
gleich \ €2 und alle andern Functionen der Fehler, so wie das 
yollständige Gesetz derselben g>{ä) finden kann, so läfst die Auf- 
gabe, sich auch so fassen: Es sind unabhängig von einander f&r 
x^ x*^ x'* ... die wahrscheinlichsten Werthe a, a', a*' ... gefunden 
worden, mit den wahrscheinlichen Fehlem r, r', r" ..., man soll 
den wahrscheinlichsten Werth von X^f{x, x\ x'* ...) bestimmen, 
und seinen wahrscheinlichen Fehler. 

um hier von dem einfachsten Falle anzufangen, sei zuerst X 
eine lineare Function einer Unbekannten 

X'^^ax 

In allen den Fällen, in welchen x^a wird X=aa, folglich wird 
auch dieses der wahrscheinlichste Werth von X sein. Eben so sind 
der Zahl nach die Fälle, in welchen x zwischen a — r und a + r 
liegt, gleich den Fällen, in welchen X zwischen aa^ar und cca -h ar 
liegt, oder es ist 

X'^^aadzccr 

wo das letzte Glied den wahrscheinlichen Fehler von X bezeichnet. 
Sei nun zweitens X die einfache lineare Function zweier 
Variabein 
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Des bequemeren Ausdrucks wegen fahre man statt der wahr- 
scheinlichen Fehler das Gewicht der Werthe a und a' ein. Wenn 
als gemeinschaftliches Maafs eine Beobachtung genommen wird, 
deren wahrscheinlicher Fehler tv ist, so wird das Gewicht von a 
wegen seines wahrscheinlichen Fehlers r sein 

p—W 

und eben so für a* 

Hiernach ist, wenn h zu w gehört, die Wahrscheinlichkeit 
irgend welchen Werthes für x 

yn 
und für x' 

hl/p* khp'ix'-ar 

l/n 

die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens zweier beliebigen 
Werthe wird also sein 

7t 

und für das Zusammentreffen zweier Werthe x und x\ welche der 

Gleichung 

a; 4- a;' = X 

genug thun, wo X einen beliebigen aber bestimmten Werth be- 
deutet, wird sie gefunden, wenn man eine der Gröfsen x oder x'j 
als eine Function der andern und der Gröfse X betrachtet, und 
den dadurch erhaltenen Werth substituirt. Hieraus wird die 
Wahrscheinlichkeit, dafs irgend ein Werth x, bei seinem Zusammen- 
treffen mit einem Werthe x\ das Resultat X giebt: 

7t 

Nimmt man also die Summe aller möglichen TT, oder das 
JWdx, innerhalb der Grenzen, in welchen ein Werth von x dazu 
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wirken kann, also hier innerhalb — oo und +00, so wird man alle 
Fälle umfafst haben, in welchen X erhalten werden kann, oder 
die Wahrscheinlichkeit von X bestimmt haben. Um die Integration 
zu erleichtem, gebe man dem Exponenten die folgende Gestalt 

die sogleich sich ergiebt, wenn man alle Glieder, die x enthalten, 
in eine quadratische Form vereinigt. Sei nun zur augenblicklichen 
Abkürzung 

so wird 

der Werth des Factors, welcher das Integral enthält, wird nach 
(6) gleich 1, folglich ist die Wahrscheinlichkeit von X 

ein Maximum, wenn 

X^a-ha^ 

und das Gewicht dieser Bestimmung wird wie die Form unmittelbar 
angiebt 






p-hp' 

folglich der wahrscheinliche Fehler 

Der einfache hierdurch gefundene Satz heifst also: Wenn die 
wahrscheinlichsten (unabhängig gefundenen) Werthe von x und x' 
durch a und a', mit den wahrscheinlichen Fehlern r und r' gegeben 
sind, so ist der wahrscheinlichste Werth von X=X'^x* 
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= a 4- a' 
und der wahrscheinliche Fehler dieses Werthes 

= I/(r2-hr'2) 

In Verbindung mit dem eben vorhergehenden Satze erhält man 
folglich für jede lineare Function 

X= ax 4- ßx^ 4- r^" 

den wahrscheinlichsten Werth 

= aa4-/9a'-f-ra" ) (20) 

mit dem wahrscheinlichen Fehler 

weil vermöge der Form für zwei unbekannte Gröfsen, die Form 
für beliebig viele sich sogleich ergiebt, wenn man bei dreien, zu- 
erst zwei unter sich und ihr Resultat mit der dritten verbindet, 
bei vieren, drei unter sich und ihr Resultat mit der vierten ver- 
bindet u. s. w. 

Auf die nämliche Weise würde sich auch die allgemeine Auf- 
gabe lösen lassen, wenn die Integrationen auszuführen wären. Für 

X^f{x, x', X'' ....) (21) 

wird die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens beliebiger 
Werthe der fi Variabein 

Sollen hier nur die Fälle betrachtet werden, in welchen ein be- 
stimmter Werth für X gefunden wird, so drücke man eine der Va- 
riabein . . X, als Function von X und der übrigen aus. Substituirt 
man diesen Werth in den Exponenten, und nimmt die Summen oder 
Integrale innerhalb aller möglichen Grenzen für x\ x*' . . ., so wird 
man die Wahrscheinlichkeit des Werthes X erhalten, und daraus 
den wahrscheinlichsten Werth und seine Grenzen bestimmen können. 
Hiezu ist aber offenbar die Kenntnifs von f nöthig, und wenn 
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diese Function nicht linear ist, so wird in den meisten Fällen die 
vollständige Integration unausführbar sein. Man kann indessen 
unter der Voraussetzung, dafs die Grenzen für die einzelnen Ya- 
riabeln schon so enge sind, dafs man die höheren Potenzen der 
wahrscheinlichen Fehler vernachlässigen kann, einen Näherungs- 
werth für X und seine Grenzen finden, der in der Praxis stets 
ausreichen wird. 

Wählt man für beliebige Werthe von x, x', x** . .. die Form 
a-f-Aa?, a'-hAo;', a"-hAaj", so wird wenn 

F=Aa,a',a"....) (22) 

der allgemeine Ausdruck für X mit Vernachlässigung der Potenzen 
von Aa:, Arc^ Aa:", welche die erste Potenz überschreiten, sein: 



oder 



und die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens dieser Werthe wird 

Der wahrscheinlichste Werth von X— Fund seine Grenzen, werden 

unmittelbar durch den wahrscheinlichsten Werth von X und seine 

Grenzen bestimmt und umgekehrt, weil beide Gröfsen, X— Fund -X, 

nur um eine Constante verschieden sind ; eben so werden auch die 

wahrscheinlichen Fehler von Aa:, Aa?', Are" u. s. w. die gegebenen 

Gröfsen r, r\ r" sein, und der wahrscheinlichste Werth von 

Are, Ax\ Are" u. s. w. wird Null sein, vermöge der Gleichungen 

r» = a4- Are u. s. w. Hieraus folgt nach (20) der wahrscheinlichste 

Werth von X-V 

X-F=0 



und der wahrscheinliche Fehler von X—V 



-i/{(-4^)'"-(-^;--(^;---}i 



(23) 
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oder der wahrscheinlichste Werth von Xist Fund der wahrschein- 
liche Fehler von dieser Bestimmung ist gleich dem eben be- 
stimmten F, eine Auflösung, die für lineare Functionen völlig 
strenge, fftr andere höhere nur genähert ist. 

üebrigens ist hievon verschieden der Fall, in welchem man für 
eine und dieselbe Unbekannte..:».., aus verschiedenen Unter- 
suchungen, die Werthe a, a\ a" . . . mit den wahrscheinlichen 
Fehlern r, r', r" . . .^ oder den Gewichten jp, jp', j?" . . . gefunden 
hätte, und den wahrscheinlichsten Werth aus allen zusammen finden 
sollte. Die Definition des Begriffes Gewicht, nach welcher a, a\ a", 
respective als aus p, jp', jp" gleich guten Beobachtungen gefunden, 
betrachtet werden müssen, giebt hier vermöge des arithmetischen 
Mittels den wahrscheinlichsten Werth von x 









mit dem Gewichte 








jp + p'+l?''... 


oder 


was dasselbe ist den wahrscheinlichsten Werth 



a' 



1-2 ' ^i2 



y2 ^^ y.'2 ^ y>it2 



mit dem wahrscheinlichen Fehler 

1 



(24) 



m 



1 1 



2 ' ^<2 ' y./i2 
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Tafel I. 



0,00 
0,01 
0,02 
0,03 
0,04 
0,05 
0,06 
0,07 
0,08 
0,09 

0,10 
0,11 
0,12 
0,13 
0,14 
0,15 
0,16 
0,17 
0,18 
0,19 

0,20 
0,21 
0,22 
0,23 
0,24 
0,25 
0,26 
0,27 
0,28 
0,29 

0,30 



»(0 

0,00000 00 
01128 33 
02256 44 
03384 10 
0451109 
05637 18 
06762 15 
07885 77 
09007 81 
10128 06 

0,11246 30 
12362 30 
13475 84 
14586 71 
15694 70 
16799 59 
17901 17 
18999 23 
20093 57 
21183 98 

0,22270 25 
23352 18 
24429 58 
25502 25 
26570 00 
27632 63 
28689 97 
29741 82 
30788 00 
31828 34 

0,32862 67 



f: 



1128 33 
1128 11 
1127 66 
1126 99 
1126 09 
1124 97 
1123 62 
1122 04 
1120 25 

1118 24 

1116 00 
1113 54 
1110 87 
1107 99 
1104 89 
1101 58 
1098 06 
1094 34 
1090 41 

1086 27 

1081 93 
1077 40 
1072 67 
1067 75 
1062 63 
1057 34 
1051 85 
1046 18 
1040 34 

1034 33 



2e-"dt 



\/n 





23 

45 

67 

90 

112 

185 

158 

179 

2 01 

224 
246 
2 67 
288 
8 10 
8 81 
8 52 
872 
»93 

4 14 

434 
453 
473 
492 
512 
529 

5 49 
567 
584 

6 01 

6 19 



=.©(«) 



0,30 
0,31 

0,32 
0,33 
0,34 
0,35 
0,36 
0,37 
0,38 
0,39 

0,40 
0,41 
0,42 
0,43 
0,44 
0,45 
0,46 
0,47 
0,48 
0,49 

0,50 
0,51 
0,52 
0,53 
0,54 
0,55 
0,56 
0,57 
0,58 
0,59 

0,60 



0,32862 67 
33890 81 
34912 59 
36927 85 
36936 44 
37938 19 
38932 96 
39920 59 
40900 93 
41873 85 

0,42839 22 
43796 90 
44746 76 
4568B 67 
46622 51 
47548 18 
48465 55 
49374 52 
50274 98 
51166 83 

0,52049 99 
52924 37 
53789 87 
54646 41 
55493 92 
56332 33 
57161 57 
57981 58 
58792 29 
59593 65 

0,60385 61 



1028 14 

1021 78 

1015 26 

1008 59 

1001 75 

994 77 

987 63 

980 34 

972 92 

965 37 

957 68 
949 86 
941 91 
933 84 
925 67 
917 37 
908 97 
900 46 
89185 

883 16 

874 38 
865 50 
856 54 
847 51 
838 41 
829 24 
820 01 
810 71 
801 36 

791 96 
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61 



2 e-"dt 



= 0(0 



0,60385 61 
61168 12 
61941 14 
62704 63 
63458 57 
64202 92 
64937 65 
656G2 76 
66378 20 
67083 99 

0,67780 10 
68466 54 
69143 30 
69810 38 
70467 80 
71115 56 
71753 67 
72382 16 
73001 04 
73610 35 

0,74210 10 
74800 33 
75381 08 
75952 38 
76514 27 
77066 80 
77610 02 
78143 98 
78668 73 
79184 32 

0,79690 82 



782 51 


773 02 


763 49 


753 94 


744 35 


734 73 


725 10 


715 45 


705 79 


696 11 


686 44 


676 76 


667 08 


657 42 


647 76 


638 11 


628 49 


618 88 


609 31 


599 75 


590 23 


580 75 


571 30 


561 89 


552 53 


543 22 


533 96 


524 75 


515 59 



506 50 



915 
49 
9 5S 
9 55 
9 59 
962 
9£a 
9fö 
9GG 
968 

9(J7 

oeg 

968 
9 G6 
96S 
9 GS 
9 GS 
9 Gl 
9 57 
956 

9 52 
948 
9 45 
9 11 
936 
9 81 
936 
931 
9 16 
909 

901 



0,90 

0,91 
0,92 
0,93 
0,94 
0,95 
0,96 
0,97 
0,98 
0,99 

1,00 

1,01 
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68 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 



II. 

Die allgemeinen vorstehend abgeleiteten Sätze reichen voll-* 
kommen hin, nm die Aufgabe: Bei irgend welcher Anzahl 
von unbekannten Gröfsen die wahrscheinlichsten Werthe 
derselben aus gegebenen Beobachtungen zu bestimmen^ 
in ihrer gröfsten Allgemeinheit zu 16sen; so dafs es völlig unnöthig^ 
sein wurde, auch jetzt noch stufenweise fortzuschreiten, und die 
speciellen Fälle zweier, dreier, u s. w. unbekannter Oröfsen be- 
sonders zu untersuchen* 

Gewöhnlich unterscheidet man zwei Klassen von Aufgaben. 
Es können nämlich entweder die gesuchten unbekannten Werthe 
völlig unabhängig von einander sein, so dafs jeder Werth, den 
man f&r eine unbekannte Oröfse als den wahrscheinlichsten finden 
sollte, sich mit jedem Werthe aller übrigen vereinigen läfst. 
Dieses ist z. B. der Fall bei den Planeten-Elementen, bei welchen 
a priori kein Hindemifs vorbanden ist, gegen die Verbindung einer 
beliebigen Neigung mit einem beliebigen Knoten, oder einer be- 
liebigen Epoche und Länge des Peribels, sobald nur die Beobach- 
tungen nicht widersprechen. Es können aber auch bestimmte Be- 
dingungen vorhanden sein, welchen die anzunehmenden Werthe 
jedenfalls entsprechen müssen, so dafs nicht mehr alle Werthe^ 
welche als die wahrscheinlichsten sich aus den Beobachtungen er- 
geben sollten, gleichzeitig stattfinden können. So wird z. B. in 
der Geodäsie nur ein solches Dreiecksystem möglich sein, welches 
die bekannten Bedingungen für die Summe der drei Winkel in je- 
dem Dreiecke, oder sämmtlicher Winkel in einem Polygone, und 
noch einige andere, auf die Figur des Netzes als ein Ganzes be- 
trachtet sich beziehende, erfüllt. Sind deswegen mehr Winkel als 
unumgänglich erforderlich waren, beobachtet, so wird man nicht 
mehr die wahrscheinlichsten Beobachtungswerthe für jeden einzel- 
nen unverändert beibehalten dürfen, sondern diese so modificiren, 
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dafs sie den erw&hnten Bedingungen Genfige leisten. In gewissem 
Sinne kann man auch die letzte Aufgabe im Jahrbuche 1834*), de- 
ren Auflösung in (24) enthalten ist, hierher rechnen. Sie entb&lt 
die Bedingung, dafs ein und derselbe Werth aus allen Gruppen 
als der wahrscheinlichste bestimmt werden soll, wenn die wahr- 
scheinlichste GrÖfse desselben zufolge jeder einzelnen gegeben ist 

Theoretisch betrachtet sind beide Klassen nicht von einander 
unterschieden. Jede Bedingung nämlich zwischen den endlich an- 
zunehmenden Werthen wird sich auf eine Gleichung zwischen den 
unbekannten Gröfsen zurückführen lassen müssen, welche genau 
erfüllt werden soll. Bestimmt man aus jeder solchen Gleichung 
den Werth einer Unbekannten als Function der übrigen, und sub- 
stituirt diesen allgemeinen Ausdruck in alle andern Gleichungen, 
so wird man zuletzt so viel weniger unbekannte Gröfsen unab- 
hängig von einander ihren wahrscheinlichsten Werthen nach zu 
suchen haben, als Bedingungsgleichungen der gegenseitigen Ab- 
hängigkeit vorhanden waren. Dieser Weg ist nicht nur immer 
theoretisch richtig, sondern mit geringen Modiflcationen auch der 
kürzeste, in den Fällen, in welchen die Anzahl der Bedingungs- 
gleichungen der gegenseitigen Abhängigkeit gröfser ist als die 
Hälfte der Anzahl der unbekannten Gröfsen überhaupt, wenigstens 
in der Anwendung dieser Aufgabe, welches bis jetzt fast die ein- 
zige gewesen ist. Jedenfalls sieht man, dafs die Auflösung für 
nicht ganz unabhängige Gröfsen zurückgeführt werden kann auf 
die Auflösung für Gröfsen, deren definitive Werthe ganz unab- 
hängig von einander sind, sowie überhaupt bei dieser zweiten 
Klasse, immer die Kenntnifs der Behandlung solcher Aufgaben, 
welche zur ersten gehören, vorausgesetzt wird. Es soll deswegen 
zuerst hier nur von Gröfsen, die völlig unabhängig von einander 
sind, die Rede sein. 

Sei also M ein durch Beobachtung gefundener Werth, von 
welchem wir wissen, dafs er aufser den Fehlern der Beobachtung 
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nur von der richtigen Kenntnifs der Werthe der Unbekannten 
Xj Y, Z u. s. w. abhängt, und bei dem wir ebenfalls die Natur 
der Function, welche den Zusammenhang von M mit X, Y, Zn.s- w. 
ansdr&ckt, genau kennen. Seien M* M* ähnliche von denselben un- 
bekannten Xy Y, Z bedingte Werthe. Ist die Anzahl der beob- 
achteten M kleiner als die der unbekannten, so ist die Aufgabe 
immer unbestimmt, ein Fall der hier ganz ausgeschlossen wird. 
Ist sie gleich der Anzahl der Unbekannten, und findet, wie immer 
vorausgesetzt wird, zwischen den Beobachtungen kein Zusammen- 
hang statt, so dafs MM' M** u. s. w. einzeln und unabhängig von 
einander gefunden worden, so ist die Aufgabe völlig bestimmt. 
Man wird dann für X, Y, Z Werthe finden, welche den MM W 
genau genug thun, die Fehler der Beobachtung werden als ver- 
schwindend betrachtet werden müssen, und die gefundenen Werthe 
von X, Y, Z als erste Näherung. Die Sicherheit einer solchen 
Bestimmung wird in practischer Hinsicht wesentlich davon ab- 
hängen, ob der Einflufs der einzelnen Unbekannten auf die Werthe 
MM M*\ sich in Zeichen und Gröfse sehr verschieden bei den 
verschiedenen M äufsert. Sind aber mehr Werthe beobachtet als 
unbekannte Gröfsen gesucht werden, so ist die Aufgabe mehr als 
bestimmt. Ein einziges System von Werthen der Unbekannten 
wird im allgemeinen nicht mehr den Beobachtungen genug thun 
können, sondern die übrig bleibenden Unterschiede werden als 
Fehler der Beobachtung angesehen werden müssen, und dasjenige 
System wird das wahrscheinlichste sein, in welchem die Summe der 
Quadi*ate dieser Fehler die kleinstmöglichste ist. 

Die practische Auflösung wird sich ohne Mühe auf jede be- 
liebige Zahl von Unbekannten ausdehnen lassen. Um indessen 
schon in den Formeln den in der Astronomie am häufigsten, näm- 
lich bei der Bestimmung der Planetenelemente, vorkommenden Fall, 
zu umfassen, sollen im folgenden sechs Unbekannte angenommen 
werden. Die wahren Werthe desselben seien X, Y, Z, TT, ü, T, 
und mit ihnen würde der wahre Werth der beobachteten Gröfse 
V^F(X,Y,Z,W,V,T) 
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WO die Panction F völlig bekannt ist. Die Differenz F— -Jf wird 
also der wahre Beobachtungsfehler sein. 

Der erste Schritt zur Auflösung der Aufgabe wird hier der 
sein müssen, auf irgend welche Weise, sei es aus andern Unter- 
suchungen, oder aus der directen Behandlung von sechs Werthen 
unter den beobachteten, die am meisten dazu geeignet sein mögen, 
solche genäherte Werthe für die Unbekannten sich zu verschaffen, 
dafs wenn man sie und ihre Correctionen in deq Ausdruck von F 
substituirt, und diesen dann vermittelst des Taylor'schen Satzes 
in eine Beihe nach Potenzen der Correctionen geordnet entwickelt, 
die Glieder der zweiten und höhern Ordnung so klein werden, 
dafs sie ganz zu vernachlässigen sind. Diese Voraussetzung, wo- 
nach die sämmtlichen Correctionen aus linearen Gleichungen ab- 
geleitet werden, ist wesentlich, und liegt der ganzen folgenden 
Auflösung zum Grunde. Sie kann immer gemacht werden. Denn 
gesetzt auch, der Erfolg zeigte späterhin, dafs die Glieder höherer 
Ordnung nicht ganz unmerklich waren, so wird immer eine Auflösung, 
bei welcher sie vernachlässigt sind, solche Werthe geben, welche 
der gemachten Voraussetzung näher entsprechen, so bald nur die 
Reihe überhaupt eine hinlänglich schnell convergirende ist. Es 
wird also nur eine einmalige oder mehrmalige Wiederholung der 
Rechnung mit den zuletzt gefundenen Werthen nöthig sein. Weil 
aber die Voraussetzung der linearen Form wesentlich ist, so sollte 
man auch immer sich ihr so viel nähern als nur möglich; folglich 
immer ohne Ausnahme von den besten Näherungswerthen aus- 
gehen, und selbst bei Unbekannten, deren numerischer Werth so 
klein ist, dafs allenfalls der Werth Null als Näherungs werth 
angesehen werden könnte, doch es vorziehen, einen der Wahrheit 
entsprechenderen zum Grunde zu legen. Die gröfsere Mühe, die 
man vielleicht aufwenden mufs, um einen solchen Näherungswerth 
in F einzuführen, wird reichlich dadurch ersetzt, dafs man dafür 
auch bei den Coefflcienten der Reihe nur wenige Decimalstellen 
anzusetzen, und also auch Logarithmentafeln von höchstens fünf 
Decimalen zu gebrauchen nöthig hat. In der That ist die Berech- 
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nang dieser Coefflcienten auf sieben und mehrere Decimalen, wie 
man sie noch häufig findet, so wenig ein Beweis von gröfserer 
Genauigkeit, dafs sie vielmehr nur zeigt, der Rechner sei sich des 
eigentlichen Zweckes nicht völlig bewufst. Den seltenen Fall aus- 
genommen, in welchem F selbst eine lineare Function von X, Y, Z 
u. s. w. ist, wird gewifs niemals die Convergenz der Reihe so grofs 
sein, dafs der Einflufs der vemachl&fsigten höheren Glieder nicht 
noch auf die ö^, selbst auf die 4<», Decimale Einflufs hätte. Die 
Hinzuf&gung noch mehrerer trägt folglich zur gröfseren Genauig- 
keit nicht das mindeste bei. Wenn aber auch dieses nicht der 
Fall wäre, so würde doch die Genauigkeit unserer Beobachtungen, 
welcher Art sie auch sein mögen, eine bis jetzt gar nicht erreichte, 
und auch gar nicht erreichbare, sein müssen, wenn der millionste 
und zehnmillionste Theil einer kleinen Correction noch irgend 
welchen Werth haben könnte. 

Möge es bei dieser Gelegenheit erlaubt sein, daran zu erinnern^ 
wie viele Zeit bei Rechnungen aller Art dadurch erspart wird, 
dafs man gleich anfangs die anzuwendenden Mittel dem zu er- 
reichenden Zwecke gemäfs wählt. Wenn man blofs auf Minuten 
bei den Winkeln, und also etwa auch den ^xjVtj sten Theil bei Linear- 
gröfsen ausgehen will, so werden bei gehöriger Benutzung der 
zweckmäfsigsten analytischen Formeln Logarithmentafeln von vier 
Decimalen ausreichen. Tafeln von fünf Decimalen geben unter 
denselben Verhältnissen die Winkel bis etwa 5", die Lineargröfsen 
bis auf den vierzigtausendsten Theil genau, selbst bei längeren 
Rechnungen. Mit sechs Decimalen hat man fast die halbe Secunde 
sicher, mit sieben den zwanzigsten Theil einer Secunde, seltene 
Ausnahmen abgerechnet. Die Zeitersparnifs ist dabei höchst be- 
trächtlich. Bei einerlei Rechnung verhält sich der Zeitaufwand 
bei sieben, sechs und fünf Decimalen nahe wie 3:2:1. Zugleich 
aber giebt diese vorläufige Ueberlegung, aufser dem Beweise, den 
sie ablegt, dafs der Berechner sich seiner Aufgabe völlig bewufst 
war, auch bei häufigerer Wiederholung einen sehr sichern Tact in 
der Unterscheidung des Wesentlichen von dem Unwesentlichen, 
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und lehrt sehr scharf das trennen, was zur Ermittelang des wahren 
Resultats nothwendig ist, von dem, was nur als eine imagin&re 
Zahlengenauigkeit betrachtet werden mufs. 
Die Näherangswerthe mögen durch 

Xq Yq Zq Wq Uq 1 q 

bezeichnet werden. Der Werth von V den sie geben mit Fo, so dafs 

^0'^-^(-^0» ^0^ ^09 ^Ot ^Oi ^o)- 

Die Oorrectionen mit x, y, z, w, w, *, wobei folglich 

W^Wo-hw U^üo-hu T^T^^t 
Ferner seien die ersten Differentialquotienten von Fq in Bezug auf 
Xo Fo Zq Wq Üq To respective a, 6, c, d, e, f, oder 
dVp _^ dVo dVo _ 

dXo """* dFo"" dZo'' 

dVp . dV, _ dV, ^ 

dW^^"" dU,"' dTo"'' 
Mit Vernachlässigung der höhern Glieder hat man dann 

F= V^-hax-^by-hcz-^dw + eu^ ft. 
Drucke nun v den wahren Fehler der Beobachtung aus, oder sei 

und n dra Fehler, den die Hypothese Xq Yq Z^ u. s. w. voraussetzt, also 

Fo-2f«w 
so wird man die Gleichung haben 

v^n + ax-^hy + cz-^dw + eu-^-ft 
Die Genauigkeit der Differentialquotienten abcdefy oder der 

TU ^U dV dV dV ;, V V ^ 

Werth von -ty'' ~Ty^ "Zz"' ^*' ^* ^" ^^^^ "*"° -^o ^^ ^o ^' ®' ^' 
substituirt werden, hängt zwar von der Genauigkeit dieser Nähe- 
rangswerthe selbst ab. Allein da sie in die der Voraussetzung 
gemäfs stets kleinen Oorrectionen multiplicirt sind, so ist der Ein- 
flufs eines Fehlers in ihnen auf v immer von der zweiten hier ver- 
nachlässigten Ordnung. Man kann sie als völlig genau bestimmt 
ansehen. Selbst in den Fällen, in welchen die Glieder zweiter 
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Ordnung noch merklich sein sollten, und bei denen man folglich 
die Rechnung mit andern Werthen von Xq Yq Zq u. s. w. wieder- 
holen müTste, wird es in der Begel nicht nöthig sein, diese Coefft- 
cienten noch einmal zu berechnen. Denn da bei einer solchen 
Wiederholung die Glieder zweiter Ordnung gewifs als verschwindend 
angesehen werden können, so wird auch meistentheils das Product 
eines Fehlers der bessern Näherung, mit dem von der roheren 
Annahme herrührenden Fehler in a 6 c u. s. w. , eine zu vernach- 
lässigende Gröfse sein. 

Jeder unabhängig beobachtete Werth M giebt eine solche 
Gleichung für ein v. Die Berechnung des dazu nöthigen Fq, und der 
Quotienten abc u. s. w., ist meistentheils der beschwerlichste Theil 
der Arbeit, und wird es in Vergleich mit dem noch übrigen um so 
mehr, als die Bichtigkeit der numerischen Werthe in dieser Glei- 
chung keine Prüfung in sich hat. Die ganze noch übrige Bech- 
nung kann dagegen ohne bedeutende Mühe so geführt werden, dafs 
man sicher ist jeden sich einschleichenden Bechnungsfehler sogleich 
zu entdecken und schnell zu corrigiren. Es hat mir deshalb, be-^ 
sonders bei weitläuftigeren Bechnungen, immer der Mühe lohnend 
geschienen, diese Bedingungsgleichungen, ehe man weiter geht, 
sorgfältig zu prüfen. Am natürlichsten geschieht dieses, wenn man 
zuerst für das System -Xo Yq Zq u. s. w., die Vq ab c vl. s. w. be- 
rechnet, dann aber für ein zweites System Xq+S, Fo+iy, Zo+C u. s. w. 
das zugehörige V*q ebenfalls direct ermittelt, und die Ueberein- 
stimmung des Werthes V*q — Vq mit a?-f-&^4-cC u. s. w. unter- 
sucht. Die einzige Vorsichtsmaafsregel, bei der sonst ganz will- 
kürlichen Wahl von ?, ^, C u. s. w., ist die, dafs man sie weder so 
grofs annimmt, dafs in F'o — Vq noch die Glieder zweiter Ordnung 
merklich werden können (in diesem Falle können die Bedingungs- 
gleichungen richtig sein und doch die Prüfungsgleichung nicht er- 
füllt werden), noch so klein, dafs die Correctionen , welche die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung möglicher Weise finden lassen sollte, 
gröüser und zwar merklich gröfser ausfielen, dann würde die Prü- 
fungsgleichnng nicht mehr vollkommen sichern. Man erreicht beides 
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in der Regel, wenn man sich nach der Gröfse der Coefflcienten 
a, b, c bei der Annahme von ? ^ C so richtet, dafs weder ein einr 
zelnes Glied a$ oder bfj oder c^ allzu merklich gegen alle andern 
überwiegt, noch auch die ganze Summe in jeder Gleichung a?4- 647 4-ct 
einen zu grofsen numerischen Werth erhält, dabei aber diesen 
Werth gröfser annimmt, als die möglichen Beobachtungsfehler sein 
können. Denn wenn das System von Näherungswerthen Xq, Yq, Zq, 
richtig abgeleitet ist, so wird nicht etwa eine einzelne dieser 
Gröfsen allein fehlerhaft sein, sondern die Fehler werden sich über 
alle mit einer gewissen Gleichförmigkeit vertheilen, wobei in der 
Regel die Gröfse der Correction mit der mittleren Gröfse ihres 
Differentialquotienten etwa in umgekehrtem Yerhältnifs stehen 
wird. Es versteht sich, dafs hier nur von einer ganz beiläufigen 
Schätzung die Rede ist. 

Man hat auf diese Weise, bei m unabhängig erhaltenen Beob- 
achtungen, ein System von m Gleichungen von der Form: 

V =n -hax -i-by -hcz -\-dw -heu -hft 
V' =n' -ha^x -i-b^y -^cfz +d'ti? +e'w -^-fi 
v'* = n'' 4- a"x + 6"y -f- &*z + d" m; + e" u-hf't 

u. s. w. u. s. w. 

in welchen die Zahlenwerthe nn*n'* u. s. w., d. h. die Gröfsen 
Vq — M, V*q — M*j F'o — Jf', veränderlich sind mit den angenom- 
menen Näherungswerthen -Xo Yq Zq u. s. w., die Zahlenwerthe 
ab c d e f aber als strenge oder doch hinlänglich genau bekannt 
betrachtet werden müssen für jede Hypothese. Aus ihnen soll das 
System von x y zw ut gefunden werden, für welches die übrig 
bleibenden Fehler v v* v** u. s. w. die wahrscheinlichsten sind. 

Wenn, um den allgemeinsten Fall zu setzen, das Maafs der 
Genauigkeit für die verschiedenen Beobachtungen der Reihe nach 
Ä h' Ä" u s. w. ist, so wird nach (6) die Wahrscheinlichkeit der 
Fehler v v* v*' in jeder Hypothese über xyz u. s. w. 
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und die Wahrscheinlichkeit jeder Hypothese fiber xy 2 u. s. w. 
selbst, welche ein System von Fehlem v v' v" bewirkt, ist nach (I) 
und (II) proportional dem 

Sie wird am gröfsten, wenn 

hh vv 4- h*h' v'v' + h*'h** i;"»" = einem Minimum 

aus welcher Bedingung sich nach (3) und den folgenden Formeln 
die Werthe von x, y, z, w, u, t ergeben. 

Die Bestimmung der verschiedenen A, oder was dasselbe ist, 
des jeder Beobachtung zuzuschreibenden wahrscheinlichen Fehlers 
oder Gewichtes, muTs der Auflösung vorangehen, und ist an sich 
unabhängig von den spätem Rechnungsresultaten. Sind diese h 
gegeben, so wird es am einfachsten sein, die Multiplication mit h 
nicht erst bis zur Erhaltung des numerischen Werthes zu ver- 
schieben, sondern sie sogleich an dem allgemeinen Ausdrucke für v 
auszufahren, oder die obigen Gleichungen so zu schreiben, dafs 
man das zugehörige h mit jedem Coefftcienten verbindet: 

hv =^hn ^ahx -hbhy -hchz +dhw ^ehu +fht 
h'v' = h*n' + a*h'x + b'h'y + &h*z + d'h'w + &h'u + fh't 
u. s. w. u. s. w. 

in welchem Falle die Summe der Quadrate der rechten Seiten dieser 
Gleichungen ein Minimum werden mufs. Es versteht sich, dais 
für die Bestimmung der absoluten Gröfse von xy z vl, &. w.^ es 
ganz gleichgültig ist, welche Einheit man bei h zum Grunde legt, 
so dafs man nur mit einer Reihe von Zahlen, welche den hh' h" 

oder den — ^ —r^ —ir oder den |/P, i/P*, |/P" proportional sind, 

wenn r den wahrscheinlichen oder den mittleren Fehler, und P das 
Gewicht bedeutet, zu multipliciren hat. Da aber ein Hauptnutzen 
der Methode der kleinsten Quadrate in der Bestimmung des Ge- 
wichtes oder wahrscheinlichen Fehlers jedes durch sie gefundenen 
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Wertbes besteht, so werden die Zahlen, die man für die Gewichte 
findet 9 auf die Einheit, welche bei den hh*h" zum Gründe liegt, 
sich beadehen, und mit ihr veränderlich sein. 

Die Natar der Sache bringt es mit sich, dafs die Ermittelung 
dieser verschiedenen h^ das einzige gewissermafsen Willk&rliche 
in der ganzen Aufgabe, der schwierigste und die meiste practische 
Umsicht erforderliche Theil der Auflösung ist. Am leichtesten und 
sichersten wird man dazu gelangen, wenn etwa die einzelnen Beob- 
achtnngen schon an sich das Mittel aus mehreren andern gleich 
gut zu achtenden Wahrnehmungen sind, wie etwa die auf den mitt- 
leren Faden redudrten Fadendurchgänge bei einem Meridianinstra«^ 
meute, oder mehrmalige Yergleichung eines Cometen mit einem 
Sterne an demselben Abende. Hier wird die Quadratwurzel aus 
der Anzahl der Wiederholungen eine sehr zweckmäfsige Yerhältnifs« 
zahl sein. Schwieriger bei weitem ist es, das Verhältnifs der Güte 
bei Beobachtungen verschiedener Art auf bestimmte Zahlen zu re* 
dnciren, und noch mehr den Einflufs atmosphärischer Umstände zu 
schätzen, oder das innere Gefühl, was jeder Beobachter hat, eine 
oder die ändere Beobachtung überwiege bedeutend an Sicherheit, 
durch ein anzunehmendes h für sie festzustellen. Sind indessen 
die Beobachtungen jeder solcher geringeren und vorzüglicheren Art 
zahlreich genug, so kann eine indirecte Rechnung diesen Mangel 
ersetzen. Wären z. B. unter den m Beobachtungen vielleicht p 
Ereismikrometerbestimmungen, welchen man, unter sich verglichen, 
gleichen Werth zugestehen müfste, die andern m—p aber Helio- 
metermessungen, die ebenfalls unter sich gleich an Werth. den 
Kreismikrometerbestimmungen vorzuziehen wären, so nehme man 
nach irgend welcher Schätzung für die p Beobachtungen ein h an, 
für die m—p ein ä', und berechne damit das wahrscheinlichste 
System von xyzu. s.w. unter dieser Voraussetzung. Man erhält 
dann auch die einzelnen Fehler, welche jeder Beobachtung beige- 
legt werden müssen. Bildet man nun die Summe der Quadrate 
der Fehler bei den p Beobachtungen, sie sei vv, und ebenso bei 
den m—p^ sie sei v*v\ so wird das Verhältnifs von ä:ä' in dieser 
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Hypothese sein wie V"^ -V — ~r-^ ^^^ wenn dieses Verhältnifs 

genau oder hinlänglich genähert der anfänglichen Annahme ent- 
spricht, so wird man dabei stehen bleiben können. Entspricht es 
ihm nicht, so wiederhole man die Bechnnng mit Werthen für h und ä', 
deren Verhältnifs sich dem zuletzt gefundenen genau oder nahe 
anschliefst, und fahre so lange fort, bis die bei dem Anfange einer 
Rechnung gemachte Hypothese, dem Endresultate aus den vv und 
v^v^ abgeleitet, gemäfs ist. Auf diese Weise ist wenigstens die 
Rechnung in sich consequent, und setzt nur eine Schätzung der 
Gleichheit mehrerer Beobachtungen derselben Art voraus, welche 
immer genauer ausfallen wird, als eine Schätzung ihrer relativen 
wahrscheinlichen Fehler bei ungleichem Werthe. Auch wird in 
der Regel die Anzahl der Wiederholungen, welche nCthig sein 
möchten, nicht so grofs als man fürchten sollte. Denn da flir jede 
Gattung von Beobachtungen 9?(A) immer ein Maximum für A==0 
ist, so werden auch schlechtere Data, wenn sie nur zahlreich genug 
sind, Werthe für xyz geben, die von der Wahrheit sich nicht sehr 
entfernen, selbst wenn man die schlechteren Data alleiii benutzte. 
Verbunden mit den besseren, werden die Werthe von xy z aus 
allen Beobachtungen, von einer nicht gar zu grofsen Verschieden- 
heit in den Annahmen für h noch weniger afflcirt werden, und da 
von diesen Werthen die Fehler, und also auch die Summe ihrer 
Quadrate vv und v^f>^ allein abhängt, so wird meistentheils nur eine 
Wiederholung nöthig sein, wenn man bei der neuen Rechnung das 
Resultat der ersten für h und A' zum Gründe legt, besonders da 
ein absolut genaues Zusammentreffen gar nicht erforderlich ist. 
Je geringer die Anzahl der Beobachtungen, desto mehr wird freilich 
die Verschiedenheit der h von Einflufs auf den Werth von xyz 
sein, und desto Wünschenswerther ist es in diesem Falle, eine 
möglichst genaue Kenntnifs des gegenseitigen Verhältnisses der 
Genauigkeit, sich auf anderm Wege verschaffen zu können. 

Dafs diese Schwierigkeit in der Schätzung von h eine sehr 
reelle ist, zeigt das Beispiel unserer vorzüglichsten Beobachter. 
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So haben Ganfs, Bessel und Struve bei ihren geodätischen 
Messungen, wobei die Wahl der Umstände ihnen freier war, es, wie 
es scheint, als Grundsatz angenommen, nur dann zu beobachten, 
wenn die Umstände eine gute Messung hoffen liefsen, und den Vor- 
zug einer gröfseren Anzahl gemischter, an Sicherheit ungleicher 
Beobachtungen, lieber aufgegeben, als die numerische Schätzung 
der gegenseitigen Genauigkeit versuchen wollen. Dagegen sind 
dann auch alle Messungen, welche während der Beobachtung für 
stimmfähig erklärt wurden, benutzt, ohne Rücksicht darauf, wie 
genau oder weniger genau sie sich früheren oder späteren an- 
schlössen. Wo die Natur der Sache, wie in diesen Fällen, es er- 
laubt, die Gleichheit der äufsem Umstände abzuwarten, da wird 
unstreitig dieses Verfahren das vorzüglichste sein. Wenn aber, 
wie bei den meisten astronomischen Bestimmungen, die freie Aus- 
wahl in Hinsicht auf die äufsem Bedingungen der Zuverlässigkeit 
nicht gestattet ist, so möchte es fast vorzüglicher sein, lieber etwas 
zu wenig in der Abschätzung der gegenseitigen h zu thun, als zu 
viel; lieber allen Beobachtungen, falls sie nicht schon im Voraus 
als ganz verwerflich erkannt sind, wenn man einmal angefangen 
hat sie zuzuziehen, einen von der Gleichheit nicht allzu abweichen- 
den Werth beizulegen, als durch Verminderung des Maafses ihrer 
Genauigkeit einzelne so gut wie unnütz zu machen. Man wird auf 
diesem Wege wenigstens die Unbefangenheit des Urtheils, und die 
Freiheit desselben von dem später sich zeigenden Erfolge am 
sichersten bewahren, dabei den Einflufs möglicher constanter Fehler 
einer besonderen Gattung schwächen, und doch bei vergröfserter 
Zahl der Beobachtungen, weniger den absoluten Werth der Unbe- 
kannten irrig finden, als in der Schätzung seines Gewichtes und 
der Genauigkeit der einzelnen Beobachtungen fehlen. Der letztere 
Nachtheil wäre kaum als ein solcher zu achten, da in der Regel 
schon der constanten Fehler wegen, die Gewichte unsicher und zu 
grofs ausfallen. Bei weitem mehr wird auf der andern Seite die 
Gefahr zu fürchten sein, durch den jedem Beobachter und Berechner 
nur allzu natürlichen Wunsch, schönharmonirende Resultate aufzu- 
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weisen, sich verleiten zu lassen, unter dem Vorhandenen so lange 
zn wählen, und durch leicht aufisufindende scheinbare Grunde die 
Wahl zu rechtfertigen, bis der versteckte Zweck erreicht ist. 

Zur Vermeidung unnöthiger Buchstabenanhäufiing soll im Fol- 
genden immer das System der Gleichungen ohne Einführung des 
Factors h geschrieben werden, so dafs künftig die Grö&en v, n, c^ 
d, c, d, e, f eigentlich nicht die Fehler der Beobachtungen und die 
Differentialqnotienten selbst, sondern das Produet des jedesmaligen 
h in diese Fehler und Quotienten bezeichnen. Der Kürze wegen 
werden sie doch die Fehler und Differentialquotienten genannt 
werden. Alle Gleichungen sind auf diese Weise auf eine bestimmte 
Einheit bezogen und haben gleichen Werth. 

Die allgemeine Aufgabe ist hiernach folgende: 

Es sind in m linearen Gleichungen von der Form: 

V ^ax -hby -^cz -hdw -heu -hft -hn 
{2ö)...v'^a'x+Vy -hc'g -hd'w ^e'u -hft-hn* 

v**^ a*'x 4- V'y -f- &'z -f- d**w -f- e**u + f*t + n** u. s. w. u. s. w. 

die Werthe aller a, b, c, d, e, fj n^ gegeben. Man sucht die 
Werthe der unabhängigen Variabein x^ y, z, m?, w, t^ welche 
die Function Ä, wo 

i^ = UV -i- v*v' + v'^v'* ... u. s. w. 
ist, zu einem absoluten Minimum machen. 

Man kann hier, ähnlich wie bei einer unbekannten Grofse, zu- 
erst die Differentialrechnung anwenden. Wegen der Unabhängig- 
keit der Variabein theilt sich die Gleichung für das Minimum von 
i2 in die sechs besondem: 

m-' iv)-' (4^)-» 
m-o (4^)-« (#)-o 

oder in die gleichbedeutenden sechs: 
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dv , dv' ,, dv" ^ dv , dv' ,, dt?" 

dx dx dx dy dy dy 

dv , i dv' .. dv" ^ dt? . , dv' ,, dv" ^ 



dz dz dz '" dw dw dw 

dv . ^ dv' ^^ dv" -. dv ^ . dv* ^ ,. dv*' ^ 

V* -3 h v" -j — . . . = V —j:- + v' -3— 4- v' ' -jy- . . . =• 0. 



dw dw dw *" dt dt dt 

Bei der linearen Form der Grandgleichungen (25) finden sich so- 
gleich die Werthe der partiellen Diflferentialquotienten 

dv _ dv _ ^ dv _ ^^ _j ^^ -» ^^ — / 
. "dF^"*' "d^^ ^' "di""~^' "5^"^'*' "dT""^' ''dT^f' 

da? ' dy ' d-g' ' dw; ' dw ' d^ ' 

u. s. w. u. s. w. 
so dafs die Bedingungsgleichungen des Minimnms werden 

1 ^== av + aV + a"v"... = ^^ = Jv + 6V + J"t?"... = 
(26) i^ = cv + c'v' + c" v"... = i^= dv + dV-t-d"t?"... = 

^^= ev + e*v* + e" V"... = i ^= /^v + fv' + /'V... = 

oder wenn man hier die Werthe von v substituirt, mit Benutzung 
der in (12) angegebenen Summenbezeichnung symmetrischer Func- 
tionen, nach welcher 

av + a' v' 4- a"v" . . . = [av] bv + 6' v' + 6" v" . . . = [6 v] 
aw 4- a'n* -+- a'*n** . . . = [aw] aa + a'a' + a"a" . . . = [aa] 
ab 4- a' J' 4- a" J" . . . = [aJ] ac 4- a'c' 4- a"c" . . . == [ac] u. s. w. 
so erhält man als die sechs Bedingungsgleichungen des Minimums, 
aus welchen die Werthe der unbekannten sich ergeben, die fol- 
genden: 

[aa] X 4- [ab] y 4- [ac] z 4- [ad] w 4- [ae] u 4- [aß * 4- [an] = 
[ab]x + [bb]y'h[bc]Z'h[bd]w-^[be]u-^[bßt'\'[bn]^0 
[ac] x 4- [Je] y 4- [cc] 4- [cd] w 4- [ce] w 4- [c/^| ^ 4- [cn] = 
[ad] a; 4- [Jd] y 4- [cd] -r 4- [ddjtv 4- [de] W4- [d/] *4- [dw] = 
[ae] a? 4- [J e] y 4- [ce] £r 4- [de] w; 4- [ee] w 4- [e/] * 4- [ew] « 
[af]x + [bf]y'^[of]^ + [df]w + [ef]u + [ff]t + [fn]^0 

Encko's AbhandL IL 6 
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Die BilduDg der Coefßcienten in diesen Gleichungen ergiebt 
sich aus (25), und wird darch die Bezeichnung deutlich ausge- 
drückt. Um die erste Gleichung in (27) zu erhalten, multiplicirt 
man jede der Gleichungen (25) mit dem Coefficienten, den x in ihr 
hat, und vereinigt alle Producte in eine Summe. Bei der zweiten 
Gleichung verfährt man mit dem Coefficienten y eben so. Jede 
unbekannte Variable giebt auf diese Weise eine Gleichung. 

Lineare Gleichungen wie die in (27), deren Anzahl gleich ist 
der Anzahl der Unbekannten, geben immer bestimmte Werthe für 
die letzteren, sobald die Gleichungen wirklich verschieden von 
einander sind, und keine in der andern, oder in einer Verbindung 
mehrerer anderer enthalten. Diese letzte Bedingung läfst sich 
am allgemeinsten so ausdrücken: Wenn «o /^o /'o ^oi • •» ^o • • • Gröfsen 
bedeuten, die frei von den Unbekannten xyz sind, und die Bildung 
irgend welcher Gleichung 

(28) .... «0 [ötv] + /?o [* v] + n [cv] + c^o [^«?] + «0 [e v] + fo \f'^] = «0 
möglich ist, so werden die Gleichungen [ar] = 0, [6t;] = u. s. w., 
die Werthe der Unbekannten nicht bestimmen lassen; und umge- 
kehrt, findet keine solche Gleichung statt, so ist die Aufgabe in 
Hinsicht auf die Unbekannten weder unbestimmt noch unmöglich. 
Man kann aus den allgemeinen Gleichungen (25) eine Glei- 
chung von ganz analoger Form herleiten, die für alle Werthe von 
ic y -r u. s. w. gelten mufs. Multiplicirt man die erste der Glei- 
chungen (25) mit V, die zweite mit v', die dritte mit v", und addirt 
alle Producte, so wird 

r29^ ^ [ö^ v] + y [bv] + z [cv] + w [dv\ + u [ev] + 1 [fv] 

Für a? y -2' u. s. w. lassen sich aber unter allen möglichen Werthen, 
auch folgende annehmen, in welchen ? ein beliebiger Factor ist: 

auch ist es klar, dafs vermöge (25), die v welche aus diesen An- 
nahmen hervorgehen würden, die Form haben müssen: 
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WO ^0, ^i, .^ö frei von xy z sind. Führt man diese Hypothese in 
(29) ein, so wird 

{«0 [<*v] + ßo [H + ro [cv] + c^o [dv] 4- ^0 [ev] 4- Co l/v]}5 

= -io?(w + ^5) + ^;5(w + io?) + A;j(w + ^';g).... 

Könnte folglich eine Gleichung wie (28) statt finden, so würde, 
wenn man sie hier, substituirt, auch: 

also da ^ vollkommen willkürlich ist, nothwendig 

[AoAo] = 
folglich weil [^^] eine Summe von Quadraten ist, zugleich 
3 A V n 3" n V" A /und eben deshalb [n;^]«0 

Aq = U, Ao = U, Aq = U, Aq = U . . . "I X * = 

sein müssen. Dieses aber heifst nach der Bedeutung von A^ Xq ^ö . . . 
so viel als, alle Werthe Yon xy^ u. s. w. von der Form 

geben einerlei v, t?', t;" . . .> so dafs in diesem Falle auch wenn 
vv' v" ... genau bekannt wären, und die Bedingung des Minimums 
ganz wegfiele, die Gleichungen (25) über die eigentlichen Werthe 
von X y 2 nichts entscheiden könnten. Fälle dieser Art wo die 
Aufgabe an sich unbestimmt ist, gehören offenbar nicht hierher. 
So oft die Aufgabe überhaupt bestimmt ist, so oft wird auch die 
Auflösung nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmte 
Werthe vermöge der Gleichungen (27) geben. 

Für die Praxis wird es nicht gerade nöthig sein, dafs eine 
Gleichung wie (28) in völliger Strenge statt finde, um die Auf- 
gabe unbestimmt zu machen. Werden für ein System von «o /^o /'o • • • 
die Coefficienten der Unbekannten in dieser Gleichung nur über- 
haupt so klein, dafs die Summe ihrer Producte mit den immer als 
Gröfsen der ersten Ordnung zu betrachtenden xyz...^ einer 
Gröfse der zweiten Ordnung gleich zu schätzen ist, welche bei 

6* 
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dieser Rechnung überhaupt vernachlässigt wird, so mufs die Auf- 
gabe practisch als unbesümmt betrachtet werden. Dieses wfirde 
der Fall sein, wenn das Verhftltnifs der Coefficienten in allen 
Gleichungen (27) bei verschiedenen Unbekannten constant wäre. 
Allein eben damit w&re auch ein gleiches constantes Yerhältnif» 
der Coefßcienten in den Gleichungen (25) bedingt, und fdr diese 
folglich auch die Aufgabe practisch unbestimmt, üeberhaupt gelten 
die Vorschriften, welche für die Wahl der Gleichungen, aus denen 
unbekannte Gröfsen gefunden werden sollen, in Hinsicht auf die 
practische Sicherheit des Resultats in den gewöhnlichen Fällen 
gegeben werden, gröfstmöglichste Verschiedenheit der Coefficienten 
in Gröfse und Zeichen, auch für die Methode der kleinsten Qua- 
drate. Eine Bemerkung, die in der Folge auf bestimmtere Be- 
dingungen zurückgeführt werden wird« 

Die Elimination aus den Gleichungen (27) geschieht am 
leichtesten auf die gewöhnliche einfache Weise der successiven 
Substitution. Man sucht aus der ersten Gleichung den Werth von x 
als Function der übrigen, und setzt diesen Werth in alle folgenden. 
Mit den fünf hieraus hervorgehenden Gleichungen zwischen fünf 
unbekannten, verfährt man eben so, bis man zuletzt auf eine Glei- 
chung mit einer unbekannten kommt. Des folgenden wegen wird 
es indessen nöthig sein, für diese Operationen nach Gauf s's höchst 
eleganten Vorschriften bestimmte Buchstabenbezeichnungen ein- 
zufuhren. 

Man setze die linke Seite der ersten Gleichung von (27) = A 
so dafs 

\ad\ X -f- [ab] y -t- [ac] z + [ad] w 4- [ae] u + \af\ t + [an] = Ä 

Die Annahme ^ = giebt dann 

[ab] [ac] [ad] [ae] [af] [an] 

[aa] ^ [aa] [aa] [aa] [aa] [aa] 

Substituirt man diesen Werth in die andern fünf, und vereinigt 
man in jeder die CoeMcienten derselben Unbekannten in ein Glied, 
so zeigt der blofse üeberblick, dafs folgende besonders zu bezeich- 
nende Formen entstehen werden: 
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(30) 



[66]- 
[bc]. 
[bd]- 
[be]- 
[hf] 



|^[«6] = [66.1]^ 



jabl 
[aa] 

[ah] 
[aa] 

jabl 
[aa] 

[ab] 



[aa] 



[ac] = [bc'l] 

[ad] = [6d.l] 
[ae]='[be •!] 
[af]^[bf.l] 



['"'i-wf"'^=°^'""'^ 



[cd], 
[ce]- 
[cf]- 



[aa] 

[acl 
[aa] 

[acl 
[aa] 



[ad] = [cd • 1] 

[ae] =- [ce • 1] 
[af]r=[cf-l] 



[dd]- 
[de]- 
[df]- 

[ee]. 
[ef]- 

[ff]- 
[bn]- 
[cn]- 
[dn]- 
[en]- 
[fn]- 



[ad] 



[aa] 
[ad] 



[aa] 
[ad] 



[aa] 
[ae] 



[aa] 
[ae] 



[aa] 
[af] 



[aa] 
[ab] 



[aa] 
[ac] 



[aa] 
[ad] 



[aa] 
[ae] 



[aa] 

W] 



[aa] 



[ad] = 

[ae] = 

[af] = 

[ae] = 

[a«] = 
[a»] = 
[a«] = 
[an]^ 
[an] = 



dd-1] 
de . 1] 
df-1] 

ee •!] 
ef-1] 

ff-l] 
bn-l] 
cn-1] 
2n ' 1] 
en«!] 
fn-l] 



Die fänf Gleichangea nach der Elimination von x sind also 
die folgenden: 



[bh'l]y+\bc-l]z. 

. \bc' l]y + [cC'l]z- 

{^l)\bd-\]y + [cd-l]z- 

^e'l]y + [ce'l]z- 

[bf'l]y + [cf'l]z- 



■[bd'\]w + \be'l]u + \bf'l]t + [bn-l]^Q 
■[cd'\]'W + [ce • 1] « + [cf' 1] < + [cn • 1]=0 
■[dd-l]w + [de-l]u + [df'l]t + [än'l]^0 
[de • 1] w + [ee 'l]u + [ef'\]t + [en • 1]«=0 
■ [df- l]w + [ef- i]u + \ff' l]t+ [fn - 1]-0 

Setzt msa hier wieder die linke Seite der ersten — B' so wird 
filr B' = 



[6c »1] 



[bd ' 1] 



tD- 



[be-l] 



u- 



[bf'l] , [bn.l] 



t 



" [66-1] [66-1] ^ [66-1] [66-1] [66-1] 

and die Snbstitation dieses Werthes fährt auf folgende Ooefftcienten: 



Digitized by 



Google 



86 



Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 



(32) 



[ee- 
[cd- 
[ce- 
[cf- 

[dd- 
[de- 
[df- 



!]• 
1] 
1]- 
1]- 

1] 

1]- 

1] 



|fiy[6c.l] = [cc.2] 



[bei] 
[bh.l] 
[6c -1] 
[bb-1] 

[bC'l] 

[bb.l] 

[bd'l] 
[bb-1] 
[bd • 1] 
[bb-1] 



[bdl]='[cd-2] 
[be - 1] = [ce - 2] 
[bf-l]'^[cf.2] 



[bd-l] = [dd-2] 
[Je 1] = [de. 2] 



f^jw«-w-2] 



[ee-l]- 
[ef.l]- 

[/•/•!]■ 
[cn - 1] ■ 
[dn-1]- 
[en-1] 
\fn-l]- 



[be 



[bb 
[be 



[bb 
[if 



[bb 
[bc 



[bb 
[bd 



[bb 
[be 



[bb 



[bb 



1] 



1] 



[Je.l] = [ee-2] 



^Mf-l] = [ef.2] 



1] 
^^[bf'l]^[ff'2] 

y[&n.l] = [cn.2) 
y[6n.l] = [dn.2} 
"[6».l] = [en.2] 



1] 



^[bn-l]^[fn-2} 



1] 



(33) 



Hieraas folgen die Gleichnngen 

[cc-2]z + [cd-2]w + [ce-2]u + [cf-2]t + [cn-2]'=0 
[cd -2]e + [dd-2]w + [de-2]u + [df- 2]t + [dn-2] = 
[cc-2]^ + [de-2]w + [ee-2]« + [e/"-2]< + [e«-2] = 
[cf-2]z + [df-2]w-\-[ef-2]u + [ff-2]t + [fn-2] = 

Die linke Seite der ersten derselben sei = C". Ans C" «= folgt: 



« = ■ 



[cd -2] 



w- 



[ce-2] [cf-2] 



■u 



t- 



[cn-2] 



und 
[dd' 

[de- 

(34) [df 

[ee 



[cc-2] [cc-2] [cc-2] [cc-2] 

die Substitution dieses Werthes verlangt folgende neue Grdfsen 



2]- 

2]- 
2]- 

2] 
2] 



[cd - 2] 
[cc - 2] 
[cd -2] 
[cc-2] 
[cd - 2] 
[cc - 2] 

[ce-2] 
[cc - 2] 
[ce - 2] 
[cc-2] 



[cd-2]^[dd-S] 
[ce.2]==[de-3] 
[cf-2] = [df-S] 

[ce - 2] = [ee - 3] 
[cf.2] = [e/-.3] 



[dn-2]- 
[en - 2] 
[fn-2]- 



[cf-2] 
-[cc-2] 

[cd - 2] 

[cc - 2] 

[ce-2] 

~ [cc • 2] 

[cf-2] 
[cc.2] 



[cf.2]^[ff-Z] 

[cn-2] = [dn-3] 
[cn.2] = [en.3} 
[c»-2] = [/h-3] 
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womit die neaen Gleichnngen werden: 

[dd-2:\w+ de'3i\u + [df-B]t + [dn-Z] = 
(35) [de.3]«;4-L«e'3]tt + [c/'.3]< + [en.3] = 

[df-i]w + [ef'B]u + [ff'd]t + [fn-S]-=0 

Wiederum giebt, wenn die linke Seite der ersten durch D"' be- 
zeichnet wird, D"' = 



w = - 



[de. 3] [df'B] [dn-S] 

[dd . 3] " [dd .3] [dd-3] 



Macht man daher 
[de-i] 



[ee-S]- 
(36)[e/'.3]- 



[dd-i] 
[de. 3] 
[dd'S] 



[de.3] = [ec.4] 
[df'd]=[ef.4] 



[//'•3]-fSi[ti/'-3]=[/y-4] 



l^«-31-^^tci«.3]=[/«.4] 



[dd-Sy 
so hat man nur noch die zwei Gleichungen: 

[ee . 4]m + [ef- 4] f + [e» . 4] = 
[ef'4]u + \ff'4]t + [fn-4]^0 

In deoi bisherigen analoger Weise fahre man ^^ ein und entnehme 



(37) 



U' 



[ef-'i] . [en-4] 



t — 



[ee.4] [ee.4] 



und fOr 

(38)[fjr.4]-^j[e^4]=[^^5] | [/«.4]-^[en.4]=[/«.5] 

wird die letzte Gleichung 

(39) [ff'^]t-^[fn'ö]^0 

Die linke Seite gleich F^ gesetzt, und ^==0 genommen, giebt: 

. Ifn-b] 

wodurch t bekannt ist. Man substituire den Werth von t in jB'^ = 0, 
so hat man w; womit aus D'" = 0...t(;, und eben so aus C" = 0, 
5'==0, ^a=0, nach einander ^yx folgen. 
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Die Bezeichnungen sind sehr geeignet, die üebersicht über die 
vielen Hülfsgröfsen zn erleichtern. Giebt man den linken Seiten der 
flbrigen Oleichnngen in (27), ähnlich wie der Werth derselben bei 
der ersten im Allgemeinen durch Ä ausgedrückt worden, die Be- 
zeichnungen B CD E F, und verfährt auf gleiche Weise bei den 
abgeleiteten (31), (33), (35), (37), (39), so hat man das Schema: 
A 



B 


B' 








C 


C 


C" 






D 


ly 


D" 


D'" 




E 


E' 


E" 


E'" 


A"* 


F 


F' 


F" 


jpiii 


/,■!» 



wodurch die Beziehung auf jede einzelne Gleichung leicht zu über- 
sehen ist. 

Eben so ist die Bezeichnung aller Hülfsgröfsen [bb • 1], [bc • 1], 
[cc*2] u. s. w. in dem allgemeinen Schema enthalten: 

wenn aßy irgend welche Buchstaben, und fi eine beliebige Zahl 
bedeutet 

Die allgemeine Form jedes der Systeme von Gleichungen (27), 
(31), (33), (35), (37), bringt es mit sich, dafs die Polgereihe der 
Coefficienten der verschiedenen unbekannten in einer und der- 
selben Gleichung, also in horizontaler Reihe, auch in verticaler 
Richtung bei derselben unbekannten in den verschiedenen 
Gleichungen sich findet. Wenn deshalb die Anzahl der Unbe- 
kannten gleich i ist, so ist die Anzahl der Coefficienten, die aus n ge- 

büdeten mit einbegriffen, in (27) gleich (^'+^H^' + ^) ^ i ^ *ii±^, 

woraus für die abgeleiteten Coefflcienten in den andern Systemen 
folgt: 

Anzahl in dem Systeme B' C u. s. w. o 

, (i-^2)(i+l) 
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und so fort bis zu der Zahl 2 in der letzten Gleichung herunter. 
Die ganze Anzahl aller aus den Summencoefflcienten von (27) ab- 

geleiteten andern Zahlengröfsen beträgt damit -^^ ^7^ —f 

und wenn man dazu die Anzahl der Coefficienten in (27) selbst 
legt, so sind bis zu den Endgleichungen Ä B' (7" D'" u. s. w. zu- 

sammen — ^^ — r~^-g zu bilden^le Gröfsen nöthig. Die Weit- 

läuftigkeit der Rechnung nimmt deshalb sehr zu, wenn die Anzahl 
der Unbekannten wächst. 

Der * leichteren Uebersicht wegen mögen noch die End- 
gleichungen, aus welchen die Werthe der Unbekannten unmittelbar 
folgen, hier zusammengestellt werden: 

[ab] \ac] [ad] [ae] [af] ^ [an] ^ 

[aa] ^ [aa] [aa] [aa] [aa] 




[feo.l] [bd-1] [be.l] [bf-1] ,...., 

^^[bb'if^[bb'i]'"^[bb'if^[bb.iy^[bb.i]-^ 

(40) [cc-2] [cc'2] [cc-2] [cc'2] 

„. , [dC'i] [df.3] [dn.5]_ 

[ee-A] [^e-4] 

Man kommt genau zu denselben Gleichungen, wenn man ähnlich 
wie bei dem einfachen Falle einer unbekannten Gröfse, ohne 
Hülfe der Differentialrechnung, der Function JQ eine solche Form 
giebt, dafs das Minimum unmittelbar daraus hervorgeht. Zugleich 
erlangt man eben dieselben Vortheile in Bezug auf das Gewicht 
der Unbekannten und die Gröfse des absoluten Minimums, welche 
schon bei einer Unbekannten durch die ähnliche Umformung er- 
reicht wurden. 
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Die wirkliche hierzu nöthige Entwickelang von 

indem man die Quadrate von v selbst aus (25) ableitet und sub- 
stituirt, wird durch die Bezeichnungsart leicht hingeschrieben wer-, 
den können. Da alle v einerlei Form haben, so erhebe man eines 
derselben in das Quadrat, und verwandele dann, um i^ zu erhalten, 
alle aus n, a, &, c, d^ e, f gebildeten Oröfsen durch eckige Klam- 
mern in Summen. Hieraus folgt der Ausdruck: 

[aä]xx 
+2[ab]xy'\- [bb]yy 

'h2[ac]xz ■+^2[bc]yz -^ [cc^zz /^jn , 

'\'2\ad\xw-{-2\bd\yw+2{cd\zw+ {dd\ww 
+2[ae]a:M+2[6e]t/w-}-2[ce]2rM+2[eZe]ti;w+ [ee]uu 
+2[af]xt -h2[bf]yt 'h2[cf]zt ^2[df]wt •^2[ef]ut'^ {ff]tt 
-h2[an]x +2[6n]y +2[cn> +2[dn]M; -t-2[ew]w -h2[fn]t+[nni 

Man nehme hier alle Glieder, die x enthalten, heraus, und 
bringe sie in eine quadratische Form. Jede Function 

n^Pxx-^2QX'hE 

kann auch geschrieben werden 

Für den gegenwärtigen Fall wird folglich 
Px + Ö = [aä] x-h [ab] y-h [ac] z-h [ad] w + [ae] u-h [af] t+ [an]=A 
wo Ä denselben Werth hat wie oben bei der Ableitung der For- 
mein (30), und das Glied -^ wird nach der wirklichen Entwicke- 
Inng die Form haben: 
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«1 
P 



Ml 

[aa] 
[aa] 
[aa] 

ML 

[aä] 

ML 

[aa] 

ML 
[aa] 



yy 



[ac]yz 


+ 


[aa] 


zz ■ 


[ad] yv) + 2 


[ac] 
[aa] 


\aä\zw 


[ae]yu 


+ 2 


[ac] 
[aa] 


[ae]zu 


[af]yt 


+ 2 


[ac] 
[aa] 


[af]zt 


[an]y 


-f-2 


[ac] 


[an]z 



'2 



[aa] 
[aa] 
[aa] 



uu 



[af]ut+ 
[an]t +1 



[adf 

[aa] 

[ad] 

[aa] 

[ad] 

[aa] 

[ad] 

[aa] 



[aa] 

ML 
[aa] 



ww 

[ae]wu 
[af] wt 
[an] tv 

tt 



[an]t'\- 



[auf 



[aa] 



Vereinigt man diese Glieder mit denen in i2, welche frei von x 
sind, oder bildet man die Function 

so wird man finden, daTs alle Hülfsgröfseb, welche in (30) gebildet 
sind, hier wieder ihre Anwendung finden. Man kann aufserdem 
noch, der Analogie wegen, ein Glied, was hier neu sich bildet 

[anf 



[nn]- 



[aa] 



'■ [nn • 1] 



setzen, und erhält dann folgende allgemeine Form fär O 



(42) 



A^ 



[aa] 



[bb'l]yy 
+ 2[bc'l]yz -h [cc'l]ze 
4- 2 [6(Z • 1] yw-h 2 [cd« 1] zw-^- [dd- 1] ww 
+ 2 [ J^« 1] yu 4- 2 [cö« 1] £rti 4- 2 [ de- 1] wu-\- [ ee« 1] uu 
+ 2[hf'l]yt '\-2[cf'l]zt +2[df'l]wt '{'2[ep\]ut 
-f-2[6n-l]y H-2[cn-l]2r -f-2[dn-l]u; -\-2[en-l]u 

+ [ff.l]U 
+ 2[fn'l]t-\-[nnl] 
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Von der allgemeinen Gültigkeit dieser Formel kann man sich 
anch anf anderm Wege überzeugen. 

Maltiplicirt man in (25) die Gleichungen auf beiden Seiten re- 
spective mit v, t/, v'* ... so erhält man 

n = [av] X + \bv\ y + \cv\ z -♦- \Av\ w -h [et;] w -h I/v] * -i- [ni?] 

und wenn man in [nv] die Werthe von v selbst snbstitnirt, oder 
um [nv] zu finden, die Gleichungen (25) respective mit n, w', n" ... 
n. s. w. muitiplicirt: 

Si = [av] X'h[bv]y^ [cv] z + [dv] w + [ev] u + [fv] t 

4- [an] X + [bn] y + [cn] z + [dn] w + [en] u 4- 1/»] 1 4- [wn] 

welches mit (41) übereinstimmt Denn die Gleichungen (27) sind, 
der Bedingung des Minimums wegen, dadurch entstanden, dafs man 
[av\ \hv\ [cv\ [dv\ [et?], \fv\ oder nach der später erwähnten Art 
der Bezeichnung ^, JS^ C,DyE,F=^0 setzte, woraus sich die Iden- 
tität der hier angewandten Coefficienten von Xy y, z^ u. s. w. in der 
ersten Reihe, mit den Gleichungen (27) ergiebt. Muitiplicirt mau 
aber die Gleichungen (27) respective mit x,y,z,w,u,t, addirt die 
Producte und fügt die andern Glieder in diesem Ausdruck von £ 
hinzu, so entsteht die Gleichung (41). 

Zieht man jetzt auf beiden Seiten -r— 4- oder -j — j- ab, und 
•* [aa]' [aaj 

entwickelt auf der rechten Seite 

■■ ■' [aa] ^ ■* l [aa] J 

-äI t^^J-y ^^'J z ^^^^ w ^^"^ u ^"^^ t t^^^ i 
1 [aa] ^ [aa] [aa] [aa] [aa] [aa] J 

-äI ^^^K ^^'K ^^^Jit- t^^]^ i<^nA 

I [aa] ^ [aa] [aa] [aa] [aa] J 

4- { — [an] X — 4 — f [an] v — 4 — r [M ^ — -^ — f [^^1 ^ 
I •■ ^ [aa] ^ ^^' [aa] ^ ^ [aa] ^ ^ 

[ae] r , [af] ^ , . 

[aa] "^ -^ [aa] •■ ^ 

so erhält man die Form 



[an] ^\ 
[aa] i 
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V [aa] / 

Nun aber entstanden die Gleichungen (31) oder £', C, D', E', P, 
aus der Elimination von x zwischen B und -4, Cund ^, D und Ä u.s.w. 
wodurch offenbar 

folglich wird die neue Function 

[aä\ 

+[6n«l]y+[cn«l]2f+[dw-l]M?+[6W'l]w+|/w«l]i+[nn-l] 

welches die Formel (42) ist. 

Aus dieser Ableitung geht hervor, dafs ein ganz ähnliches 
Verfahren bei allen Systemen von Gleichungen angewandt werden 
kann, deren Coefficienten eben so symmetrisch geordnet sind wie 
die der Gleichungen (27), und da bei allen folgenden Systemen 
dieser Fall eintritt, so wird eine weitere Entwickelung unnöthig 
sein. Man übersieht sogleich, dass die folgende Endform richtig 
sein mufs. 

Zuerst führe man noch folgende neue Hülfsgröfsen ein: 



(43)* 



r Ol [cn.2]2 r o-, r r;i l/^-^P r ai 
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Femer setze man wie oben: 

lad]x + [ab] y+[ac] Ä'-t-[ad] w-\-[ae] u-h[af] t-h[an] =A 
[J&.l]y+[6c.l]^+[6rf.l]w;+[J6.1]w+[J/*.l]^+[Jn.l]=ß' 
[cc.2]-8'+[cd.2]w-h[c6.2]w4-[c/'.2]f+[cw.2]=C" 
(43) [dd'B]w+[de'S]U'h[df'3]t^[dn'3]=D''' 

[ee'4:]U'\'[ef'^t+[en'4]=E^ 
[ff'b]t+[fn'b]=r' 

Gleichungen, welche immer den ersten Gleichungen in den Systemen 
<27), (31), (33), (35), (37), (39) correspondiren. Dann wird für jeden 
Werth von x^ y, ^, u. s. w. 

{44)..i2 = p— -=+fTi~-Ti + r 01+ TJiJ Ol +-r rr + r^^ CLT +L^^'63 

[aa^ [66'1] \cC'Z\ [dd'3] [öe-4] [/^/^-ö] "^ ■* 

Bei dieser neuen Form ist es ein wesentlicher Umstand, dafs 
alle Nenner* [aa], [66 -1], [cc.2], [dd.3], [«e-4], [/'/'• 5], ihrer 
Natur nach positiv sein müssen. Für 

\ad\ ^aa-ha'a' -h a'*a'* + . . . 

als einer Summe von Quadraten ist dieses von selbst einleuchtend. 

AA 
In Bezug auf [bb-l] betrachte man die Function JQ — ? — t- So- 

[aaj 

wohl nach den letzten Formeln als nach der obigen Entwickelung 

ist diese Function frei von x. Hätte man daher in iß den Werth 

von X substituirt, der aus -4 = hervorgeht, so würde man sogleich 

AA 
Si — p — T- erhalten haben, oder wenn man in jedem v dem x den 
[aaj 

Werth gegeben hatte, für welchen -4 = wird, so würde die Summe 
der Quadrate dieser v gleich -^ — -> -f geworden sein. In diesem 

Falle würde der Coefflcient von yy gleich [66«1] geworden sein, folg- 
lich mufs [bb ' 1], als eine Summe von lauter Quadraten der neuen 
Coefficienten von y in jedem v, nothwendig immer eine positive 
Gröfse bleiben. Eben diese Schlufsart ist auf alle anderen Nenner 
anwendbar. So würde [cc • 2] der Coefflcient von ^i: geworden sein, 
wenn man in jedem v den Unbekannten x und y die Werthe, welche 
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aus -4 = und JB'=0 hervorgehen, gleich anfangs gegeben hätte, 
und dann durch Erhebung jedes v in das Quadrat, und die Sum- 

AA B' B* 
mirung aller Quadrate die Function ^ — ^ — :j „ , ^^ unmittel- 
bar entwickelt erhalten hätte. Eben so ist [dd • 3] der Coefficient 
Ton ww nach der Elimination von x, y, z^ aus den ursprunglichen 
BediDgungsgleichungen vermittelst ^ = 0, £' = 0, (7" = u. s. w. 

Hieraus folgt, dafs, da die rechte Seite der Gleichung (44) 
aus lauter positiven Gliedern zusammengesetzt ist, von denen jedes . 
folgende Glied immer eine unbekannte Gröfse weniger als das vor- 
hergehende enthält, und deshalb auch, weil die unbekannten selbst 
unabhängig von einander sind, kein Glied durch das andere seinem 
Werth nach bedingt ist, der absolut kleinste Werth von Ä nur 
dadurch erhalten werden kann, dafs man jedes einzelne Glied = 
setzt. Die Bedingung des Minimums ist folglich, übereinstimmend 
mit dem durch die Differentialrechnung gefundenen Resultate, in 
den Gleichungen 

^ = 0, J5' = 0, C''=0, 2)'" = 0, ^«^ = 0, JF^^ = 

nothwendig, aber auch vollständig enthalten. 

Indessen giebt die neue Form (44), aufser den Bedingungen 
des Minimums, auch noch den numerischen Werth dieses Minimums 
selbst, nämlich [nn-6], und gewährt dadurch eine höchst scharfe, 
und bei der Weitläuftigkeit der Rechnung, eine höchst erwünschte 
Prüfung über das ganze Eliminationsverfahrßu. Hat ftian nämlich 
die Werthe von a;, y, 2j, u. s. w. aus dei^ Bedingungsgleichungen 
des Minimums entwickelt, so wird man in der Regel auch die Mühe 
der Substitution dieser Werthe in die Gleichungen (25) nicht 
scheuen, um die Fehler, welche nun noch übrig bleiben, einzeln 
kennen zu lernen. Erhebt man dann jeden dieser so bestimmten 
Fehler in das Quadrat, und bildet die Summe der Quadrate, so 
mufs diese =[nn-6] werden, versteht sich innerhalb der Grenze 
der Genauigkeit, welche die angewandten Logarithmentafeln er- 
lauben. Die Uebereinstimmung controUirt die ganze Rechnung 
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von den Gleichungen (25) an, so dafs, wenn man nach dem obigen 
Vorschlage diese Gleichungen besonders geprüft hat, die Richtig- 
keit der Rechnung verbürgt werden kann. Dabei ist der zu dieser 
Controlle nöthige Zeitaufwand höchst gering. Es wird nur die 
Bildung der ersten sechs Hülfsgröfsen in (43) '^ erfordert, deren 
Anzahl, wenn man noch [nn] hinzurechnet, was früher auch nicht 
eingeführt war, sich auf (f 4- 1) neue Gröf sen belauft. Wenn also 
vorher die Anzahl der Summencoefficienten in den Gleichungen (27) 

i(* + 3) _ . _^ i(i4-3) . (14-1) (i4- 2) 
— ^ — — war, so ist sie jetzt = — ^ — — 4- 1 == -^^ '-^ , 



und wenn vorher -^^ ~-^ ^ neue Hülfsgröfsen daraus abge- 

1 -w ^ j . X .(»-l)*'(i + 4) .^ i(i4-l)(iH-2) 
leitet wurden, so werden jetzt ^ ^-^ 4- 1 oder ^^ — ^T^ 

daraus berechnet. Die ganze Anzahl aller Zahlengröfsen betrug 

, i(i4-l) (t4-5) ^ ..^ ^ , „ (iH-l)(i4-2)(t4-3) 
vorher — ^^ — ^^ ^, und mit der Controlle ^ 2-3 

Die entwickelte Form des Minimums 
rnn ßi^rnnl t^^P [^^qp [cn.2Y [dn^Sf [en.4f {fn^bf 

zeigt übrigens, wie es in der Natur der Sache liegt, dafs nach 
dieser Substitution der Werthe, welche das Minimum bewirken, 
alle [an], [bn • 1], [cn • 2], u. s. w., folglich auch alle [an]^ [6n], [cn]^ 
[dn]j [en], [/*n], sämmtlich =0 werden müssen. 

Wenn gleich durch die bisher gegebene Auflösung der nächste 
Zweck, die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe der Unbe- 
kannten, vollständig erreicht ist, so würde doch ein Hauptvortheil 
bei der Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate, ja viel- 
leicht der wesentlichste und wichtigste Nutzen, den sie gewährt, 
ganz wegfallen, wenn man nicht zugleich auch den Grad der 
Sicherheit kennen lernte, den die erhaltenen Werthe haben werden. 
Schon ehe man diese Methode kannte, hatte man durch Verviel- 
fältigung der Beobachtungen, und mannichfache Gombination der 
Bedingungsgleichungen, den Mangel an Gonsequenz, den die frühere 
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empirische Weise nnbekannte Gröfsen aus beobachteten Werthen 
za bestimmen nothwendig haben mofste, häufig mit dem besten 
Erfolge ersetzt, so dafs die Behauptung mehrerer berühmter Astro- 
nomen, wie z. B. eines Delambre, in der ersten Zeit der An- 
wendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Beobachtung nicht 
ganz ungegrfindet war, man könne auf den gewöhnlichen Wegen 
fast dieselben Werthe der unbekannten finden. Die Methode der 
kleinsten Quadrate kann und soll ihrer Natur nach nicht etwas 
ganz Neues sonst gar nicht Erreichbares, geben. So wie im ge- 
wöhnlichen Leben practischer Blick und richtiges ürtheil das 
wahrscheinlichere Resultat von dem weniger wahrscheinlichen, be- 
sonders in einfachen Fällen, und da wo keine absolute Schärfe 
verlangt wird, meistentheils unterscheiden läfst, so werden bei 
einiger Uebung auch Werthe der Unbekannten, die von den wahr^ 
scheinlichsten nicht sehr abweichen, aus den vorgelegten Beobach- 
tungen sich auch ohne Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung wohl ermitteln lassen, besonders wenn die Anzahl der unbe- 
kannten nicht sehr grofs ist. Dafs indessen diese letztere Be- 
schränkung dabei sehr zu beachten ist, lehrt die Erfahrung aller 
frflheren Zeiten auf das deutlichste. Immer gingen die früheren 
Methoden darauf hinaus, die Unbekannten wo möglich einzeln zu 
bestimmen. Für die Elemente der Planetenbahnen z. B. benutzte 
man bei jedem einzelnen ganz allein die Hauptepochen, welche es 
am schärfsten zu geben versprachen, und liefs die Beobachtungen, 
in welchen kein Element einen ganz fiberwiegenden Einfiufs äufserte, 
nur als eine ziemlich rohe Bestätigung der anderweitig erhaltenen 
Bestimmungen gelten, ohne sie in gehörige Verbindung mit den 
übrigen zu setzen. Der Yortheil der Methode der kleinsten Qua- 
drate besteht bei der Ermittelung der wahrscheinlichsten Werthe 
demnach hauptsächlich darin, dafs diese Methode in allen FäUen, 
gleichviel ob eine gröfsere oder geringere Zahl von tJnbekaimten 
zusammen vorhanden ist, für alle Berechner, sie mögen mehr oder 
weniger geübt sein in der Unterscheidung des wahrscheinlicheren 
vom unwahrscheinlicheren, und völlig' consequent, sobald die 

Eneke's Abhandl. IL 7 
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ursprünglichen Annahmen Aber das relative Yerh&ltmfs der Gate 
der einzelnen Beobachtungen, und ihre Abhftngigkeit von den theo- 
retischen Hypothesen festgestellt sind, die wahrscheinlichsten 
Werthe finden läfst Der einzige Einwurf gegen sie kann in dieser 
Hinsicht nur ihre grölsere WeiÜ&uftigkeit sein. Allein dieser ist in 
der That nicht so begründet als man es h&afig glauben machen 
wollte. Würden die vielen wiederholten Versuche, die man bei 
dem rein empirischen Verfahren macht und machen mufs, um 
einigermafsen sicher zu gehen, dafs nicht etwa ein Irrthum sich 
eingeschlichen, besonders wenn man die wahrscheinlicheren Werthe 
noch nicht sehr gen&hert kennt, mit gleicher Offenheit angegeben, 
mit welcher das Verfahren bei der Methode der kleinsten Quadrate 
dargelegt werden kann, so würde der Zeitaufwand auch in den 
einfacheren F&Uen so gut wie gleich ausfallen, und der etwaige 
unterschied, durch die Sicherheit, welche die Methode der kleinsten 
Quadrate gew&hrt, völlig vergütet werden. In zusammengesetzteren 
FUlen scheint es selbst fast unmöglich, ohne diese Methode etwas 
befriedigendes zu erhalten. Ein andrer Einwurf, den man hin und 
wieder wohl macht, dafs die constanten Fehler und Mängel der 
Theorie doch die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung un- 
sicher, und folglich überflüssig machten, kann schwerlich in Be- 
tracht kommen. Dieselben Umst&nde, welche der strengeren Be- 
handlung in den Weg treten, müssen auch der roheren Schätzung 
in eben dem Grade hinderlich sein. 

Allein aufser der Ermittelung der wahrscheinlichsten Werthe 
aus gegebenen Beobachtungen, oder aufser der besten oder doch 
einer befriedigenden Darstellung des Vergangenen zufolge einer 
theoretischen Hypothese, verlangt die Natur unserer Erfahrungs- 
wissenschaften auch einen sicheren Schlufs auf die Zukunft. Be- 
steht doch das eigentliche Wesen aller dieser Wissenschaften 
darin, fortwährend sich Bechenschaft zu geben, ob die aufgestellten 
Theorieen in ihren einzelnen Theilen der Natur entsprechen, und 
zu diesem Zwecke fortwährend die früheren Theorieen mit der 
späteren Praxis prüfend zu vergleichen, um aus ihrer Abweichung 
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oder üebereinstimmnng ffir die Aenderiing oder Beibehaltang sich 
entscheiden zu können. Fehlt ans hier der aas den früheren Daten 
allein zu entlehnende Maafsstab, wie grolis eine solche Abweichnng 
sein kann, ohne noch gerade einen Fehler der Theorie anzuzeigen, 
oder wann ein solcher als durchaas bewiesen anzunehmen ist, so 
entbehren wir jeder Art von Leitfaden, und werden eben so leicht 
verführt werden können, Richtiges zu bezweifeln als Falsches bei- 
zubehalten. Besonders wird dieses da der Fall sein können, wo 
die Theorie ausgebildet genug ist, um nur in Einzelheiten, deren 
Wirkung weniger auffallend in die Augen fällt, und nur in einer 
gröfseren Masse von Erscheinungen sich zeigt, noch successiver 
Verbesserung zu bedürfen. Dieser Schlufs aber von der Vergangen- 
heit auf die Zukunft, wenn er auf bestimmte Zahlenverhältnisse 
zurückgeführt werden soll, kann nur durch die strengere Anwen- 
dung der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus der Erfahrung erhalten 
werden. Das empirische Verfahren, wenn es in den Werthen, wie 
die Vergangenheit sie fordert, auch nicht allzubedeutend irren 
würde, gewährt gar keine Bestimmung der Grenze, innerhalb wel« 
eher sie allein schwanken können, und beraubt uns so des einzigen 
Mittels schnell und sicher dem wahren Ziele uns zu nähern. 
Selbst wenn es uns das Richtige giebt, so läfst es doch in völliger 
Ungewifsheit über den eigentlichen Werth des Besitzes. 

Die Geschichte der Astronomie ist voll von Beispielen der 
nachtheiligen Wirkung einer solchen ünkenntnifs. Wäre, um nur 
aus den neueren Zeiten einiges anzuführen, der hohe Werth der. 
Bradley' sehen Beobachtungen früher so erkannt worden, wie er 
durch Bes sei's Bearbeitung sich gezeigt hat (und es unterliegt 
keinem Zweifel, dafs eine richtige Anwendung der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, auch nach dem damaligen Zustande der astro- 
nomischen anderweitigen Kenntnisse, eine genäherte Schätzung 
schon viel früher möglich, selbst nicht sehr schwer gemacht hätte), 
so wäre der jetzt so allgemein erregte Wetteifer weit früher ein- 
getreten, und es würden nicht noch in der letzten Hälfte des ver- 
gangenen Jahrhunderts und im Anfange des jetzigen, gröfsere 
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Fehler selbst von einer oder mehreren Hinuten, als nnbeträchtlicb 
haben angesehen werden können. Differenzen, wie die zwischen 
den Maskely'neschen und Piazzi'schen Declinationen, hätten 
nicht so lange, wie es geschehen ist, die so häufig hervorgehobene 
Genauigkeit der astronomischen Daten zweifelhaft gemacht Die 
lebendige üeberzeugung Ton der Unmöglichkeit solcher Fehler^ 
wie die Hypothese einer Kreisbewegung sie bei den Piazzi' sehen 
Ceresbeobachtungen, zur Zeit ihrer Entdeckung, zurückliefs, würde 
es gar nicht gestattet haben, sich bei dieser Hypothese zu be- 
ruhigen, und eben so wenig würden die irrigen Voraussetzungen 
über die Lage der Apsidenlinie, die Burkhardt machte, und aus 
welchen er schlofs, dafs zur Aufsuchung im nächsten Jahre eine 
sehr vage Eenntnifs der Elemente hinreichen würde, die Gefahr 
eines Yerschwindens des neuentdeckten Planeten herbeigeführt 
haben. Wenn nicht ein glückliches Zusammentreffen Ton um- 
ständen damals Gaufs der Astronomie zugewandt hätte, und durch 
ihn die Auflösung eines der schwierigsten Problems der theoreti* 
sehen Astronomie, gerade in dem Augenblicke wo das Bedürfnifs 
es dringend forderte, gegeben wäre, so kann man mit vollem Bechte 
zweifeln, ob, wegen der Unkenntnifs des wahren Werthes der astro- 
nomischen Beobachtungen überhaupt, die Wiederauffindung der 
Ceres gelungen wäre. Denn wenn auch die directe Auflösung^ 
fehlte, so würde bei fester Einsicht von der Nothwendigkeit 
Piazzi's Beobachtungen gehörig darzustellen, die Zeit eine» 
Jahres hingereicht haben, und die Wichtigkeit des Gegenstandes 
grofs genug gewesen sein, um sich nicht abschrecken zu lassen 
durch vielfache Versuche dem Ziele wenigstens etwas näher zu 
kommen. 

Auch bei diesem unbestreitbaren Vörtheile, den die Methode 
der kleinsten Quadrate, und nur sie allein vermittelst der Beob- 
achtungen gewähren kann, die Bestimmung der Sicherheit, mit 
welcher wir irgend welche Gröfsen zu kennen hoffen dürfen, hat 
man den Einwurf gemacht, dafs diese Kenntnifs sich häufig später 
nicht als genau bewährte, und fes deswegen nicht immer der Mühe 
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werth sei darauf aaszagehen. Es l&üst sich dabei nicht leugnen, 
dafs eine nicht ganz richtige Anwendung der Methode, oder viel- 
melir eine üeberschätzung, ein Mifskennen dessen was sie leisten 
könne, dazu beigetragen hat, diesem Einwurfe bei Vielen Gewicht 
zu verschaffen. Nur zu hftufig g:laubt man durch diese Methode 
allein alle anderen Mängel ersetzen zu können, und durch sie sor 
wohl ungenaue Beobachtungen zu dem Bange von genauen zu er^ 
heben, als auch selbst die Lücken in der theoretischen Kenntnifs 
anszufullen. Die Methode giebt mit strenger Consequenz das was 
ans den ursprfinglicheji Annahmen folgt, und der ungünstige sp&tere 
Srfolg kann nicht ihr, sondern nur der Unrichtigkeit dieser Aur 
nahmen zur Last fallen. Waren die Beobachtungen nicht so genau, 
als man annehmen zu können glaubte, so folgt von selbst, dafs 
auch die Sicherheit der abgeleiteten Resultate in eben dem Yer- 
hältnifs geringer wird, besonders wenn grofse constante Fehler 
den Schlufs, den man sonst von der Uebereinstimmung der Beob- 
achtungen unter sich, auf ihre absolute Güte machen kann, ganz 
entkräften sollten.* Fehlt aufserdem die Theorie noch um so viel, 
dafs ganze beträchtliche Glieder, die nicht um den Werth von 
Null als ein Maximum herumschwanken, sondern andere Gesetze 
befolgen, den Bedingungsgleichungen eigentlich noch beigefugt 
werden sollten, so kann natürlich die Methode der kleinsten Qua- 
drate diese nicht ersetzen. Aber anstatt hierin einen Kachtheil 
zn finden, sollte man dieses vielmehr als einen Vorzug betrachten. 
Gerade hierin liegt die Möglichkeit, sich die feste üeberzeugung 
zu verschaffen, es sei noch ein wesentlicher Mangel in d«r theo- 
retischen Behandlung der Aufgabe selbst, und es wirke noch ein 
JBlement ein, was man bisher aufser Acht gelassen — eine üeber- 
zeugung, die wir sonst vielleicht noch längere Zeit entbehren, und 
niemals mit gleicher Sicherheit aus dem empirischen Verfahren 
erhalten würden. Ganz dasselbe findet auch in Bezug auf die 
Entdeckung constanter Fehlerquellen statt, deren Existenz die 
Methode der kleinsten Quadrate am schnellsten, sichersten und 
leichtesten erkennen läTst. Sind freilich die Beobachtungen so un- 
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genau, und ist die Theorie so mangelhaft, dafs wir schon im Voraus 
wissen, die jetzt daraus zu ziehenden Resultate werden später 
noch einer gftnzlichen Umwandlung bedürfen; so ist kein Grund 
vorhanden weiter zu gehen, als bis zu den Ntherungswerthen von 
welchen die Methode der kleinsten Quadrate erst anf&ngt; und 
wenn gleich ihr Gebrauch nie schaden kann, so wird doch die 
Unterlassung ihrer Anwendung unter solchen unvortheilhaften um- 
ständen hinreichend entschuldigt sein. 

Der Wichtigkeit des vorgesetzten Zweckes, die Bestimmung^ 
der Gewichte der wahrscheinlichsten Werthe, scheint es ange- 
messen, die verschiedenen Wege, auf denen man dazu gelangen 
kann, ausführlicher durchzugehen. Sie sind sftmmtlich von Gaufs 
ihren Principien, und gröfstentheils auch ihrer vollständigen Ent- 
Wickelung nach, in der Theoria motm corp. coel. und in der Theoria 
eombinationis ObseriHxHonum angegeben. 

Am directesten gelangt man zu der Bestimmung der Gewichte, 
bei jedem fBr die unbekannten gefundenen Werthe, durch die Ver- 
bindung der letzten Form für i2 (44), mit den früheren Sätzen [I] 
und [n]. Nach diesen letzteren ist die Wahrscheinlichkeit irgend 
welches Systems von a?, y, e, «;, te, *, proportional der Function 

wenn h die anfänglich angenommene Einheit der Genauigkeit be- 
zeichnet, oder mit Weglassung des constanten Factors proportional*) 
dem 

Die Anzahl aller möglichen Systeme wird sich zusammensetzen 
aus den Oombinationen aller möglichen Werthe der einzelnen 
Xy y, e u. s. w. mit einander. Aehnlich wie bei den Fehlem der 



*) Strenger: die WahrBcheinlichkeit des Fehlers eines Systems, der 
zwischen a?, y, Zj «r, «, t und X'^rdx, y-^-dy^ z + da, w-hdw, «-j-dii, t-hdt^ 
liegt, ist proportional dem c "" ** * -^ dx'dydz'dwdwdt^ wofür im fol- 
genden derselbe abgekürzte Ausdruck wie hier gesetzt werden wird. 
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Beobachtung wird es auch hier erlaubt sein, die iSrenzen, inner- 
halb welcher ein Werth von x z. B. möglich ist, analytisch anzu- 
nehmen, d. h. so wie die Natur der Functionen v für die möglichen 
Werthe jedes v es erlaubt; oder da v fUr alle Correctionen eine 
lineare Function ist, für a?, y, e u. s. w. die Orenzen — oo nnd + oo 
zu setzen. Nimmt man nun die Summe aller der Functionen, wel- 
chen die jedesmalige Wahrscheinlichkeit einer einzelnen Combi- 
nation von rv, ^, 2; u. s. w. proportional ist, für alle möglichen 
Werthe, so wird man die Gröfse erhalten, welcher die Gewifsheit 
proportional gesetzt werden mufs, oder für unsern Fall wird die 
Gewifsheit ausgedrückt werden können durch das sechsfache Inte- 
gral, welches deswegen als Einheit für die andern Wahrscheinlich- 
keiten gilt 

I e-^^^dxdydedwdiidt^'^l 
U—CO 

WO sich die Grenzen auf jede Variable beziehen. 

Integrirt man hier zuerst nach einer der Variablen, z. B. x, 
und betrachtet bei dieser Integration die andern als constant, so 
erhält man die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen bestimmten 
Systems von y, 2:^ u;, u, t, bei unbestimmt gelassenem x^ in Bezug 
auf die eben bestimmte Einheit, oder man erh&lt die Zahl, wie oft 
ein einzelnes bestimmtes System von y, z^ ti;, u^ t, mit Rücksicht 
auf die Häufigkeit seines Vorkommens unter den übrigen, sich mit 
irgend welchem Werthe von x verbinden kann, wenn das eben an- 
gegebene sechsfache Integral alle möglichen Fälle überhaupt vor- 
stellt Die Integration nach x kann vermöge der Form von ^ in 
(44) sehr leicht ausgeführt werden. Denn da hier nur Ä allein 
unter allen andern Gröfsen x enthält, und 

[aa] dx ^dÄ 
ist, so wird 



fi 



X e 

c/ — 00 



e-**I^ 



AA dÄ 



\aa\ 
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wof&r man nach (5) sogleich den Werth findet 

Integrirt man diesen letzten Ansdrnck jetzt nach y, bei con- 
stantem Zj w^ u, ^, so hat man wiederum die Wahrscheinlichkeit 
eines einzelnen bestimmten Systems dieser vier letzten Yariabelnt 
bei unbestimmt gelassenem x und y, in Bezug auf die obige Ein- 
heit, oder die Anzahl der Verbindungen, in welche irgend ein be- 
stimmtes System von 2:^ u;, u, t, mit allen möglichen x und y ti*eten 
kann. Da wiederum B* allein y enthält, so wird, wie man sogleich 
fibersieht 



/• 



+ 00 

e-hhSidxdy 
— 00 



n 



**\[cc.2]^ [dd'Z] ^ [«6.4] ^ [//.5] ^^"" ®V 



ÄV([aa][66-l]) 

Oeht man so fort ffir e^ w, fi, so findet sich zuletzt für einen 
bestimmten Werth von t allein der Ausdruck: 

AV([««]['i6-l]^c-2][(?d.3][ee.4]) ^ ^^^'^^ ^ 

Die oben . bezeichnete Einheit wird, auf dieselbe Weise be- 
handelt, für den Inbegriff aller möglichen F&lle geben: 

Ä«v'([aa][66.1][cc.2][dd.3][ee.4][/^/^-5]) 

so dafs die Wahrscheinlichkeit irgend welches bestimmten Werthes 
yon t ausgedruckt wird durch 

oder wenn man den Werth von F"" substituirt, so wird die Wahr- 
scheinlichkeit von t: 
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aas welcher Form sogleich hervorgeht, dafs sowohl der Werth 
von ty für welchen F"" = 0, der wahrscheinlichste ist, als auch das J7, 
welches diesem Werthe entspricht gleich % V[ff'ö], oder das Gewicht 
des wahrscheinlichsten Werthes von t gleich [ff'5i] wird, d. h. 
gleich dem Coef&cienten von t in der letzten Gleichung, in welcher 
t allein vorkommt. 

Man würde ohne Berücksichtigung der hier betrachteten Ein* 
heit, als des Inbegriffs aller möglichen Fälle, aus dem Satze (IV), 
der sich auf das Yerh&ltnifs der verschiedenen Wahrscheinlich- 
keiten gründet, dasselbe gefunden haben. 

Hieraus folgt die erste allgemeine Methode, das Gewicht jedes 
wahrscheinlichsten Werthes bei jeder beliebigen Anzahl von Unbe- 
kannten zu finden, wie Gaufs sie in der Theoria motus corp. cod. 
§ 182 gegeben hat: 

Eliminirt man aus den unveränderten Gleichungen des 
Minimums, eine unbekannte nach der andern, durch suc- 
cessive Substitution, ohne einen Eliminationsfactor weiter 
einzuführen, so ist das Gewicht des wahrscheinlichsten 
Werthes der Unbekannten, die zuletzt allein übrig bleibt, 
gleich dem Coefficienten, welchen die Unbekannte in der 
letzten Gleichung hat, in welcher sie allein erscheint, 
versteht sich in Bezug auf die Einheit der Genauigkeit, 
welche bei den Grundgleichungen angenommen ist 

Um hiemach die Gewichte aller Unbekannten zu bestimmen, 
wird man genöthigt sein, uach und nach jede zur letzten allein 
übrigbleibenden zu machen. Die anscheinende Weitläuftigkeit dieser 
Rechnung wird indessen in der Ausübung sehr vermindert, und im 
Wesentlichen darauf beschränkt, dafs man einmal vollständig um- 
kehrt, also wenn man zuerst die Beihefolge x, y^ z, w, u, t, ange- 
nommen hat, oder was der Bezeichnung nach leichter bei der Rech- 
nung zu fibersehen ist, a, b, c, d, e, f, man nachher auch einmal die 
Ordnung f, e, dj c, b, a, vollständig durchführt. Es ist nämlich klar, 
da es blofis darauf ankommt, eine Gröfse zu der letzten zu machen, 
dals die Ordnung, in welcher die früheren auf einander folgen. 
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hierbei gleichgültig ist. Wählt man folglich unter allen Combi- 
nationen, bei welchen e (oderu) die letzte ist, die folgende a^J^^c^c^^/'^e^ 
aus, so wird man alle Systeme bis zu [«e-4] [«/'•4] unverändert 
aus der ersten Elimination beibehalten können, und hat nur mit 
den beiden Oleichungen E^ und F^^ zu thun, wodurch man so- 
gleich \ee'b\ erhält. Eben so folgt [e2ä*5] aus den drei Glei- 
chungen D'", J5"", i^", ganz allein. Behandelt man nun die An- 
ordnung f, e, d, c, b, a, eben so, so hat man [aa-5] unmittelbar, 
[bb'b] aus zwei, [cc<5] aus drei Oleichungen. üeberhaupt gehe 
man, nachdem man einmal vollständig umgekehrt hat, in jeder der 
beiden Eliminationen bis zur halben Zahl der Unbekannten zurück, 
und bringe durch foiigesetzte Halbirungen jede einzelne zuletzt 
allein in eine Endgleichung. Man hat dabei keine anderen For- 
meln zu beachten, als die der ursprünglichen Elimination, kann, 
wenn man nur die Gewichte haben will, bei der zweiten ümkeh- 
rung die aus n zusammengesetzten GrOfsen weglassen, da sie nur 
den Zahlenwerth bestimmen, und wird wenn man die kleine Mühe 
nicht scheut diese mitzunehmen, eine schöne Prüfung für das Eli- 
minationsverfahren haben. Denn der Werth von x bei der zweiten 
ümkehrung, der direct erhalten wird, mufs übereinstimmen mit 
dem aus der successiven Substitution in i^«0, ^^^ = 0, 2)'" = 0, 
C?' « 0, JB' « 0, ^ = sich ergebenden. 

Diese Auflösung ist bisher am häufigsten angewandt worden, 
und besonders der eben erwähnten Prüfung halber, deren Zweck- 
mäfsigkeit bei dem wirklichen Gebrauche sehr hervor tritt, wird 
sie auch wohl in practischer Hinsicht in Zukunft den Vorrang be- 
haupten. Will man doch einmal vollständig die Beihefolge um- 
kehren, so ist die übrige Rechnung zur Ermittelung der Gewichte 
ganz unbedeutend. Indessen so wenig gegen ihre Strenge sich 
einwenden läfst, so kann man es doch als eine kleine Unvoll- 
kommenheit ansehen, dafs hierbei die Werthe und Gewichte nicht 
isolirt für jede einzelne unbekannte, sondern nur gewissermafsen 
gemeinschaftlich bestimmt werden. Eine andere von Gaufs in 
der Theoria combinatiords obsv. gegebene Methode (die zum Theil 



Digitized by 



Google 



Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 107 

schon In der Theoria motvs corp. § 183 angedeutet ist) ist von 
diesem kleinen Mangel frei; und betrachtet überhaupt die Aufgabe 
aus einem so verschiedenen Gesichtspuncte/ dafs sie eben deshalb 
den wichtigen Zweck für Viele noch anschaulicher machen wird. 
Betrachtet man sowohl die ursprünglichen Gleichungen (25) 
und (27), als auch die, welche die Auflösung unmittelbar geben (40), 
so sieht man, dafs die wahrscheinlichsten Werthe von x, y, zvl. s. w. 
nothwendig lineare Functionen in Bezug auf die einzelnen n stets 
sein müssen. Man kann sich nämlich bei den Gleichungen (40) 
leicht überzeugen, dafs alle Gröfseri [aw], [6« • 1] bis \fn • 5] sftmmt- 
lich lineare Functionen der n sein müssen, wenn man auf ihre 
Zusammensetzung zurückgeht. Wären diese Werthe unmittelbar 
als solche lineare Functionen gegeben, hätte z. B. die erste der 
Gleichungen (40) an sich schon die entwickelte Form: 

X'\'an'^ a*n* 4- a"w" =0 

80 würde die Bestimmung des mittleren Fehlers, folglich auch des 
Gewichtes oder wahrscheinlichen Fehlers von x nach (20) sehr 
einfach sein. Der Voraussetzung zufolge haben alle n einen glei- 
chen mittleren Fehler, er sei = «, wonach der mittlere Fehler von x 

= s V{cca 4- cc^a* -h a^'a'* . . . .) 
oder das Gewicht 



[aa]' 

Die unmittelbare Ableitung der linearen Form würde indessen, 
wenn jedes « gegeben werden sollte, der Verwickelung der For- 
meln wegen theils höchst weitläuftig, kaum ausführbar sein, theils 
auch unnütz, weil zu unserm Zwecke die Summe [aa] allein er- 
forderlich ist. Man kann aber durch eine allgemeinere Behand- 
handlung der ursprünglichen Aufgabe die allgemeinen Relationen 
zwischen den a und den a, b, c, ä, u. s. w., und somit auch elegante 
und geschmeidige Formeln für die Gewichte erhalten. Zu diesem 
Zweck gehe man zu den ersten Bedingungsgleichungen (25) zu- 
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rück, und behandele sie, ohne die Bedingung des Minimums einzu- 
führen, eben so als nach dieser Bedingung in dem Vorhergehenden 
geschehen ist. Die Folge davon ist, dafs in (27) die Grölsen [av] 
[bv][cv]vL.a.vf. auf der rechten Seite stehen bleiben, und flber- 
haupt in den Endgleichungen (40), die Werthe von x,y,z^ nicht 
mehr blofs Functionen der n, sondern auch der v werden. Ver- 
möge der Form der Gleichungen (25), wird sich das Resultat für 
diese allgemeinere Art der Elimination, sogleich aus den Eesul- 
taten, die mit der Bedingung des Minimums sich ergeben haben, 
ableiten lassen. Denn da die ursprünglichen Bedingungsglei- 
chungen (25) auch geschrieben werden können 

so wird man überall nur n — v statt n zu setzen haben, oder, 
bei linearen Functionen von n, dieselben Functionen von v bilden, 
und mit entgegengesetztem. Zeichen hinzufügen. Nothwendig 
müssen aber alle Gleichungen, welche man auf diese allgemeine 
Art bildet, vollkommen identisch werden, sobald man in ihnen für 
die V ihre Werthe in x^ jr, ^, u. s. w. ausgedrückt wieder substituirti 
und wegen der Unabhftngigkeit der Variabein müssen dann auch die 
Coef&cienten von x, y, z^ u.s. w. jeder besonders gleich werden. Man 
bekommt auf diese Weise die Formeln für das gegenseitige Ver- 
halten der Coefücienten der t;, die zugleich die Ooefficienten der 
correspondirenden n im Falle des Minimums sind, und der a, b,c,d...^ 
welche durch die Substitution der Werthe von v eingeführt werden. 
Es kommen hier folglich zwei Arten von Werthen von ;t;,^,^^u.s.w. 
vor. Die Werthe, die mit der Bedingung des Minimums als reine 
Function von n gefunden worden, vermöge der Gleichungen (40), 
sollen in Zukunft durch Xq, y^fZ^^^w^, ii^, t^, bezeichnet werden. Sie 
sind bestimmte Zahlengröfsen. Die anderen, aus der allgemeinen 
Form der Gleichungen (25) abgeleiteten, für welche x, y, z, w, u, t, 
beibehalten werden, bleiben bei der identischen Form der Glei- 
chungen immer unbestimmte Gröfsen, welche ganz unabhängig von 
einander sind. 
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Nach der obigen Bemerkung über die lineare Form der End- 
gleicbnngen, in Bezug aof n^ wird es erlaubt sein f&r x^, y^, g^ u. s. w. 
folgende Form anzunehmen 

^o-»-r«+ r'w' -fy^'n'' . . • = 2fa + [rw]-0 
tio + tw 4- f'w' 4- r'n'' . . . =Uo 4- [tn] = 



so dafs hieniach die yerschiedenen Gewichte werden: 
Gewicht von ^o • • • 



5? A • • • • = 



1 
1 
1 



Wo 

t«o. 



1 
1 
1 



[66] 



Eben solche Gleicbangen wird man anch für x, y, z n. s. w. er- 
halten, wenn man in den eben gegebenen, Xf^, yo> ^ • • • mit x,y,z..., 
nnd »», n', n", mit n — r, n' — v', w" — v"... vertauscht. Man hat 
folglich mit Berflcksichtigang dieser Gleichnngen: 



(46) 



x = 


= «0 + «V 4- a'v' + a' V . 


..=«0 


+ [av] 


y= 


■■yQ + ßv+ ß'v' 


+ ß"v" . 


••=^0 


+ [/?t;] 


z = 


= ^0 + y V + r'«'' 


+ r"v" . 


. , ^ Zq 


+ [H 


w— 


Wo + dv + d'v' 


4- (T'V . 


.. '««'o 


+ [H 


u = 


«o+tf+fV 


+ V'v" . 


. . = «0 


+[:«] 


t= 


'^0 +6t> + 6'»' 


+ e'V . 


..=«0 


+ [et;] 
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Sabstitairt man in diese letzten Gleichungen die Werthe von v, t/, t;", 
aas (25), so erh&lt man aus der ersten: 

aj == a?o 4- [aa] x 4- \bd\ y -*- [ca\ z -f [da] w 4- [ea\ u 4- [fa] 1 4- [an] 

folglich, da a?o4-[a«] vermöge (45) -=0, aus der Yergleichung der 
Coefficienten der unbestimmten Variabeln: 

[aa]«l, [Ja]«0, [ca]«0, [da] = 0, [wr] = 0, [fa] = 0. 

Aehnliche Bestimmungen giebt die zweite Gleichung für ß, und die 
folgenden für die andern Coefficienten. Man hat also zusammen- 
gestellt: 

[aa]-l [ba]^[ca]=^[da]^[ea] = {fa]^0 

[hß]^l [afl«[cffl = [dfl==[6/J] = [/'fl = 

,,„, [cr]=-l [ar] = [ir] = [dr] = [ey] = [/^r] = 

^^'^••••[d(r] = i [ad]=[6d]-[c(r] = [ed] = [/^(r]=o 
[ei]=-i [«?]== [6:]=[cj;]=[dJ;]=[/^n=o 

[/^e] = i [ae] = [6e] = [c6] = [de] = [66]=o 

Statt der Gleichungen (27) kommen hier die allgemeineren 

[aä] X 4- \ah\ y 4- [ac\ z 4- [aef] m; 4- [ae] u 4- [a/^ * 4- [aw] = [av] 
[ai] a: 4- [ft 6] y 4- [ftc] isr 4- [ft d] m; 4- [ftö] w 4- [ft /] < 4- [ Jw] = [6 1;] 
[ac] X 4- [6c] y 4- \cc\ z 4- [cd] m; 4- [ce] u 4- [c/] ^ 4- [cw] = \cv\ 
^*^^ [ad] a: 4- [&d] y 4- [cd] £r 4- [dd] m; 4- [dö] M 4- [d/] ^ 4- [dn] == [dv] 
[ac] a? 4- [ftc] y 4- [cc] iS' 4- [de] m; 4- [cö] ä 4- \ef\ ^ 4- [cn] = [cv] 
[ana; + [6ny + [cn^4-[dn«;4.[6nti4.[;^n* + [/'»]-[/'t;] 

Welche Art der Elimination man auch bei ihnen vornehmen 
will, immer wird sieb das Endresultat dadurch erreichen lassen, 
dafs man die Gleichungen respective mit den unbestimmten Fac- 
toren (?, ^', ^\.. multiplicirt, und diese letzteren dadurch be- 
stimmt, dafs in der Summe aller Producte die Ooefficienten aller 
Unbekannten Null werden, bis auf den Coefficienten der einen un- 
bekannten, deren Werth man angeben will. Der Coefficient dieser 
unbekannten wird » 1 gesetzt werden müssen. Wollte man z. B. 
aus den Gleichungen (48) x bestimmen, so setze man 
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[aä]Q'^[ab]Q' 'h[ac]Q'*'h[ad]Q"r^[ae]Q'^ -^[aßQ^ =1 

[ac] Q + [bc] Q' 4- [cc] Q*' + [cd] «"' + [ce] Q'^ + [cf] «^ - 

^^^"[ad] Q + [bd\ Q^ + [cd] (?" + [dd] C" 4- [de] «'^ + [dß «^ = 

[ae] (? + [be] Q' + [ce] Q" + [de] Q'" + [ee] Ö»^ + [e/1 «^ = 

[an«+[*ne'+[^ne"+[dn(2'"+[e/]Q^^4-[r/i(?^-o 

Dann wird: 

x-h Q [an] + (?'[6n] 4- Q"[cn] 4- (2'"[dn] 4- Q'^[en] 4- g^[/*n] 
<^) = Q [av] 4- (?'[Jt;] 4- Q'*[cv] 4- «"'[dr] 4- «"^[et;] 4- Q^[fv] 

Vergleicht man diesen Ansdrnck mit der angenommenen allgemeinen 
Form fdr x in (46), wobei offenbar die linke Seite dieser Gleichung 
Xq 4- [an] werden mofs, löst auf der rechten die Summen der Grdlsen v 
auf, und setzt, wie es nach der Natur der Aufgabe geschehen mufs, 
die Coefflcienten der einzelnen v in beiden Gleichungen sich gleich, 
so hat man: 

a Q-hb Q*-hc Q^'-hd Q^'-he QT + f Q'^a 
(51).... a' Q-^-V Q' -{-& Q^* -hd* Q''' -{-& Q"^ -hf Q" ^ a* 

a'' Q 4- 6" Q' 4- &'Q'' 4- d"(?'" 4- ^^Q"^ 4- fQ" = «'' 
u. s. w. u. s. w. 

multiplicirt man diese Gleidiungen respective mit a^ a*^ a", so er- 
hält man: 

[aa] Q 4- [b a] Q' 4- [ca] Q" 4- [da] (?'" 4- [ea] Q'^ 4- [fa] Q" = [aa] 
folglich mit Berücksichtigung der Relationen in (47) 

Q^[aa] 
Eben so giebt die Multiplication derselben Gleichungen mit ß,ß\ß**...y 
mit ;', r\ r*' . • -i ^^ <^S <J" . . ., u. s. w. 

«' = [«/»], Q''-[ccrl e'"-[«rf], <r«[«n. «" = [«ö] 
und durch die Substitution dieser Werthe in (51) hat man 
a [aa]-hb [a/J]4-c [a;']4-d [ad] -he [af]4-/' [a6] = a 
a' [aa]4-J' [a/J]4-c' [a;^]4-d' [a<r]4-e' [at]4-/' [«6]««' 
a" [««] 4- 6" [aß] 4- c" [ay] + *' [ad] 4- e" [af] 4- f [«6] « «'' 
u. s. w. u. s. w. 



Digitized by 



Google 



112 lieber die Methode der kleinsten Quadrate. 

SO wie darch dieselbe EinfBhrnng in (49) man erhUt: 

[aa] [aa] + [ab] [aß] + [ac] [ipiy] + [ad] [ad] + [ac][aC] -+- [af][ab] = 1 
.[ah][aa]^[hb][aß]^[bc][ar]'h[bd][ai]-h[be][aJ:] + [hf][afii^O 

^[ad][aa] + [6dl[a/J] + [cd][ar] -h [d(q[a J] -h [de][«a + [^/1[««] = 
[ae][«a] 4- [6e][a/J] 4- [ce][a^] 4- [d6][a<J] + [eeKaf] + [ey[][ae] = 

[an[««]+[6n[«/»]+[cn[«r]4.[dn[«^]+^n[«n+[m 

und also auch statt (50) 
x^x^-\'[aa][av]'\-[aß][bv]-\'[ar][cv]'^[ai][dv]^[ai;][ev]-h[aB][fv] 

Die Bedeatang dieser letzten Formeln läTst sich, da in (52) 
die Coefficienten von [aa]^ [aß], [ay] n. s. w. genau dieselben sind, 
wie in den Bediogungsgleichungen des Minimums di^ Ooefflcienten 
von x,y,zn. s. w., so aussprechen: Wenn in den Bedingungs- 
gleichungen des Minimums— 1 an Stelle von [an], far alle 
andern Functionen von n aber, [bn], [cn], [dn] bis [/n], Null 
gesetzt wird, so ist der unter diesen Annahmen heraus- 
kommende Werth von x gleich dem Quotienten des Ge- 
wichtes von Xq in die Einheit Da offenbar für alle andern 
Yariabeln dasselbe gilt, da z. B. um das Gewicht von y zu erhalten, 
man [bn] durch — 1, und alle andern [an], [cn] Bis [fn] durch Null er- 
setzen müfste, so geht hieraus schon eine grofse Abkürzung hervor, 
weil jetzt das Gewicht nur noch von sehr einfachen Werthen der 
ganzen Summen [an] bis [fn] abhängt, nicht mehr von den Coef- 
ficienten der einzelnen n. 

Der Vollständigkeit wegen mögen hier die sämmtlichen Systeme 
von Gleichungen für alle Unbekannte, welche aus den eben ab- 
geleiteten durch gleichzeitige Vertauschung von allen a und a mit 
den b und ß oder c und r u. s. w. entstehen, folgen: 

a [aa]4-6 [ccß]'hc [ar]'\'d [arf]-he [«?] + /' [a6] = a 
[Ä]... a* [aa] + b'[aß] + c' [är]'^d' [ad]-^ef iat]-hf [a^ = a* 
a'*[aa] + b*'[aß] + c**[ar] 4- d*'[ad] 4- e"[at] 4- f*[a^ « «" 
u. s. w. u. s. w. 
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o [aß] + b [ßß] + c \ßr] + d \ßd] + e m] + f [/»»] = /» 
[B]... a' [a(f] + b' [ßß] + c' [ßr]-hd' [ßd] + e' [ßl:] + f [ß(i] = ß' 
a"[aß] + J"[j»/J] + c"{ßr] + d"[ßd] + e"[ßC] + /"[/»»] = ß" 
u. s. w. u. s. w. 

o [ar] + b [ßy] + c [rr] + d \rS] + e [ri] + f [y«] = y 
[C] . . . a' [ar] + b' [ßy] + &[yy] + d' [y d] + e' [yC] + /» [y 6] = y' 
a"[ay}+b"[ßy] + &'[yy} + d"[yd] + e"[yl:] + f[yB] = y" 
u. s. w. n. s. w. 

a [aS] + b [ßd] + c [yd] + d [dd] + e [St] + f [de] = <J 
[D] . . . a' [ad] + b'[ß<f} + c' |><J] ^ d' [SS] + e' [rfj] + f [SB] = S' 
a"[aS] + b"[ßS] + c"[y<J] + d"[SS] + e"[SC] + f'[S9] = d" 
u. s. w. n. s. w. 

« K] + * Ii»C] + c [yf]4-d [rfC]4-e [fn+Z' [?»] = t 
[^ . . . a' [af] + 6' [ßt] 4- c' [yf ] 4- d' [SC] + c' [tj;] + f [f »] = t' 
a"[ai:] + b"[ßt] + c>'[yC] + d"[SC] + c"[«] + fW] = f" 
u. s. w. u. s. w. 

a [a6] + 6 [ßB] + c [y9] + d [S(i] + e [fe] + /" [ee] = e 
[F].., a' [«8] + 6' [ßb] + & [yü] + d' [S9] + e' [fO] + /» [69] = 6' 
a"[a9] + b"[ß9] + e"[y(i] + d"[S<i] + e"[J:ti] + f'[(i9] = B" 
a. 8. w. a. s. w. 

Entweder ans diesen sechs Systemen, dnrch Bildung der [aa], 
[aß] a. s. w. Xba], [bß] n. s. yr., and Yei^leichung der Relationen 
in (47), oder dorch nnmittelbare Yertanschnng der correspondiren- 
den Buchstaben in (52) findet man: 

[aa] [aa] + [ab] [aß] + [ac][ay] + [ad] [aS] + [ae] [afl + [aß [«8] = 1 

[ab] [aa] + [bb] [aß] + [b c] [ay] + [bd][aS] + [b e] [af] + [bß [«6] - 
Un [«c] [««] + Pc] [«ffl + [cc] [«y] + [(^d] [aS] + [ce] [af] + [c/l [ab] = 
^ ^ [ad] [aa] + [bd] [aß] + [cd] [ay] + [dd] [aS] + [de] [af] + [dß [«6] = 

[ae] [aa] + [be] [aß] + [ce] [ay] + [de] [aS] + [ee] [af] + [e/*] [«6] = 

[aß [aa] + [bß [aß] + [cß [ay] + [df] [aS] + [eß [at] + [fß [ai] - 
Em**'! Abhandl. IL 8 
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[aa\[an + [ah]{ßß] + [ac][ßr] + [ad\{ßd] + [ae][ßl;] + [aß{ß9 
[ab] [aßf\ + [bb] \ft(f\ + [bc] [ßr] + [bd] [ßd] +[be] [ßl:] + [bß [ßi 
.ß,M[aß] + [bc]lßß] + [cc]{ßr] + [cd][ßS]+[ee][ßl;] + [cß[ß6 
^ ^[ad\[aß\ + [bc[\lßß\ + [cd] [ßr] + [dd] [ß&\ + [de] [ßZ] + [dß [ß9 
[ae][aß] + [be][ßß\ + [ce]{ßr] + [de][ßd]+[ee][ßi] + [eß[ßB 
ian[aß] + [bß\ßß] + [eß[ßr] + [dß[ßd] + [eß[ßi] + [fß[ß9 

[aa] [ar] + [ab] \ßy] + [ac] [rr] + [ad] [rd] + [ae][rt] + [aß [r^ 

[ab] [ar] + [bb][ßr] + [bc] [ry] + [bä] [rd] + [be] [yt] + [bß [yO 
^, [ac][ay] + [bc][ßy]-i. [cc] [yy] + [cd] [yd] + [ce] [yZ] + [cß[y9 
^ J [ad] [ay] + [bd][ßy] + [cd] [fy] + [dd] [yd] + [de] [yf] + [dß [y9 

[ae] [ay] + [be] [ßy] + [ce] [yy] + [de] [yd] + [ee] [yf] 4- [eß [yü 
[aß [ay] + [bf] [ßr] + [cß [yy]+ [dß [yd] + [eß [yf] + [fß [yO 

[aa][ad] + [ab] [ßd] + [ac] [yd] + [ad] [dd] + [ae] [di] + [aß [dÜ 
[ab][ad] + [bb] [ßd] + [bc] [yd] + [bd][dd]-h[be][dj;] + [bß[d(i 
,j^[ac][ad] + [bc][ßd] + [cc][yd] + [cd][dd] + [ce][di:] + [cß[d(i 
^" -• [ad][ad] + [bd] [ßdf] + [ct[] [yd] + [dd] [dd] + [de] [dl^] + [dß [de 
[ae][ad] + [be][ß^-^[ce][yd] + [de][dd] + [ee][di;] + [eß[d% 
[aß[ad] + [bß[ßd] + [cß [yd]^ [dß [dd] + [eß [df] + [fß [d% 

[aa][at] + [ab] [fil] + [ac] [yi] + [a<q [dl] + [ae] [Cf] + [aß [Ce 
[ab][al] + [bb][ßl] + [bc][yi]-\-[bd][dl;]^[be][li:] + [bß[Z^ 
.„,Sac][at] + [bc][fii] + [cc][yl:] + [cd][dl]-^[ce][tl] + [cß[J:^ 
l^ J [ad][al] + [bd] [/»t] + [cd] [rZ] + [dd] [dt] + [de] [CC] + [dß [C» 
E««][«f ] + [he][ßt] + [ce] [yt] + [de] [dl] + [ee] [ll]^[eß[t^ 
[aß[al] + [bß\ßl] + [cß[yl] + [dß [dt] + [e/l KH + [/'/l [C» 

[aa][«^ + [ab] [ß^ + [ac] [y^ + [ad] [d^ + [ae] [C»] + [aß [66 
[ab][«^ + [bb][ß^ + [bc][y^^^[bd][d^^h[be][m + [bß[^ü 
j^lac][a^ + [bc][ß^ + [cc][y^-^[cd][d^ + [ce][m + [cß[n 
■■^ ■'[ad][a6] + [bd] [ß^ + [cd] [re] + [dd][de] +[de][f 6] + [dß[n 
[ae]{a^ + [be] [/Jö] + [ce] [yö] + [de] [dö] + [ee] [C»] + [e/l [86 
[aß[cc^ 4- [bß [ß^ + [cß[y^ + [dß [dö] + [eß [Co] + [/"/^ [6 6 

Jedes dieser letzteren Systeme verbunden mit (48) giebt 
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x^Xo-h [aa][av] -♦- [ccß][bv] 4- [ar][cv]-h[af][dv]-h[a^][ev]+[ab][fv] 

t = io + [«0][«v] + [/»Ö][6v]-h[ye][ct;]+[cre][di;]H-[fe][et;]+[ee][/t;] 

Gleichungen, welche in der Theoria mot corp. § 183 auf etwas 
^anderm Wege abgeleitet sind, und die in Worten so ausgedrückt 
werden können: Bei der allgemeinen Elimination, in wel- 
scher [ai;], [bv], [cv]j nicht gleich Null gesetzt, sondern als 
besondere Functionen beibehalten werden, ist in dem 
Ausdrucke für x der Ooefficient von [at?], für y der von 
[61;], für z der von [cv] u. s. w., oder in dem Ausdrucke für 
€ine Unbekannte jedesmal der Coefficient derjenigen 
Summe^ welche aus den Coefficienten dieser unbekannten 
<7röfse gebildet wird, gleich dem Quotienten des Gewichts 
dieser Unbekannten in die Einheit. 

Hierauf gründet sich die Methode zur Bestimmung der Ge- 
wichte, welche Herr Director Hansen in dem Programm, mit dem 
die Seeberger Sternwarte das Jubiläum des Herrn Doctor Olbers 
gefeiert hat, vorschlägt. Er läfst auf der rechten Seite der Glei- 
chungen (27), oder der Gleichungen Ä, B, C, D, E, F, die [av], 
[bv], [cv] u. s. w. stehen, für welche er dabei, der Vermeidung der 
Brüche wegen, die Form annimmt: 

[av]=^[aa] P , 

[Ji;] ==[&&.!] (2 
[et?] = [cc • 2] iJ . • . u. s. w. 
Es ist klar, dafs dadurch auf der rechten Seite der Gleichungen (31), 
oder des Systems jB' C D* E* P die Ausdrücke kommen: 

-[aJ]P+[6&.l](2 

— [ac]P'h[cc • 2] Ä u. s. w. 
Geht man folglich in der Elimination so weiter, so wird in den 
Gleichungen (33), die rechte Seite Glieder von P, Q, JS, enthalteur 
2. B. die erste Gleichung C wird auf der rechten Seite haben 

8* 
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und ähnlich die folgenden. Fahrt man hier bei den zusammenge- 
setzteren CoefAcienten ähnliche Bezeichnungen wie oben ein, so 
erhält man für die Endgleichungen (40) eine Form, in welcher die 
rechte Seite der ersten Gleichung blos P, die der zweiten P und Q, 
der dritten P, Q, i2, u. s. w. bis zur sechsten, welche alle [av]y 
[bv] u. s. w. oder die correspondirenden P Q B 8 u. s. w. enthält. 
Die successive Substitution der Werthe von <, w, m?, u. s. w. giebt 
auf diese Weise zuletzt bei x den CoefAcienten von P, bei y die 
Coefficienten von P und Q^ hei z die Ooefficienten von P, $, B 
u. s. w., welche nach ihrer wahren Bedeutung respective werden: 

[aa][ad]; 

[aß][aal[ßß][hb.l]; 

[ay] [aä], [ßy] [bb • 1], [rr] [cc • 2]; u. s. w. 
woraus man folglich die Werthe der Summen [aä] \ßß] [aß] u. s. w. 
findet. Es würde unnütz sein, auch die Coefficienten von Q, i2 u. s. w 
bei Xj oder von -B, /S, bei y und so fort berechnen zu wollen, weil 
man dadurch nichts neues erführe. Sie fallen bei Hansen nur 
deswegen verschieden aus, weil die [av] [bv] nicht selbst beibe- 
halten, sondern durch P, ^, B, ersetzt sind. So werden die Coeffi- 
cienten von Q und B bei x respective [aß] [6 J • 1] und [ccy] [cc • 2]. 
Diese Methode ist deshalb nichts anders als die wirkliche Aus- 
führung der von 6 aufs vorgeschlagenen allgemeinen Elimination. 
Man kann sie die zweite Methode zur Bestimmung der Gewichte 
nennen. Weiter unten werden die nöthigen Formeln vollständig 
entwickelt vorkommen. ♦) 

Eine dritte Methode, von Herrn Director Hansen in Schu- 
machers Nachrichten No. 192 vorgeschlagen, gründet sich auf die 
Systeme der Gleichungen [Ä% [B'l [C% [D'], [E% [F'J Jedes 
dieser Systeme besonders aufgelöst, würde eine der SummeUt 
welche die Gewichte geben [aa], [ßß] u. s. w., finden lassen, und 
aufserdem die jedesmaligen Combinationen von a mit den übrigen 

*) Die Gröfsen, welche auf der rechten Seite der Formeln (40) bei dieser 
Methode hinjrogefagt werden müssea, sind in den Formeln (60) angegeben« 
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Ooefficienteu, ß mit den übrigen u. s. f. Löste man deswegen alle 
Systeme auf, so würde man jede Summe, die aus der Combination 
zweier Coefflcienten entsteht^ doppelt erhalten. Man kann diesen 
unnöthigen Zeitaufwand vermeiden, wenn man die Gleichungen der 
sechs Systeme anders combinirt. Die ersten Gleichungen dieser 
sechs Systeme enthalten alle Combinationen von a mit allen Coeffli- 
cienten. Man nehme sie zusammen. Dann eliminire man aus jeden 
zwei ersten Gleichungen der fünf letzten Systeme, die Combinationen, 
welche « enthalten, so hat man fünf Gleichungen, welche die Com- 
binationen von ß mit den andern Coefücienten aufser a umfassen. 
Die Elimination kann vermöge der Hülfsgröfsen in (30) sogleich 
hingeschrieben werden, auch müssen alle Gleichungen in Bezug auf 
die aus a, ft, c, d, gebildeten Gröfsen die Form der Gleichung B* 
(der ersten Gleichung von (31)) nothwendig haben. Eben so elimi- 
nire man aus den drei ersten Gleichungen jedes der vier letzten 
Systeme [C], [D% [^'], [F'] die Combinationen mit « und ß, so 
erhält man lauter Gleichungen von derselben Form wie C" (die 
erste der Gleichungen (33)), worin nur Combinationen zwischen 
/, d, f, e vorkommen. Dieses Verfahren, so fortgesetzt, lehrt nach 
und nach durch lauter Gleichungen, welche die Form der End- 
gleichungen A^ B\ C", D"', E'\ F', haben, alle Summen kennen, 
ohne irgend eine doppelt anzugeben. 

Das ganze Schema ist in den folgenden Gleichungen enthalten: 
[aa\ [aa] 4- \aV\ [afl + [ac\ [ay] 4- [ad] [ad] + [ae] [af] + [af] [«6]=! 
[aa\ laß\ + [ah] [ßß] 4- [ac] [ßr] + [ad] {ßd] + [ae] [/»f] + [«/l [/^ö]«0 
[aa] [ar] + [ab] [ßy] + [ac] [yy] + [ad] [yd] 4- [ae] [yi] 4- [aß [yfi]^0 
[aa] [ad] + [ab] [ßd] + [ac] [yd] 4- [ad] [Sd] 4- [ae] [d f] 4- [af] [d e]=0 
[aa] [af ] 4- [ab] [ß^] 4- [ac] [yt] 4- [ad] [df ] 4-'[a6] [ff] 4- [af] [f e]=0 
[aa] [aö] 4- [ab] [ß^ 4- [ac] [yfi] 4- [ad] [de] 4- [ae] [fö] 4- [af] [ee]==0 

[bb.l][ßß]-^[bC'l][ßy]-h[bd^l][ßd]-h[be'l][ßt]'^[bf'l][ß^-l 
[bb.l][ßy]^[bc>l][yy] + [bd'l][yd] + [be.l][yJ:]'h[bf>l][y^]^0 
[bb^l][ß6]-h[bC'l][yS] + [bd'l][dd]-^[be'l][di]'h[bf'l][i^^0 
[ib.l][ß:]^[bC'l][yn'^U>d.m^t]'h[be^l][tt]'h[bf'l][m-0 

Iw.i][/ye]4-[&c.i][re]4-[6<?-i][de]4-[6c.i][J:e] + [6/^.i][6e]-o 
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[cc.2][yd] + M-2][d(ri + [ce.2][(fa + [c/^.2][(fe] = 

[ CC'2] [r^] + [cd-2] [dö] + [ce .2] [CS] + [c/^.2] [68] « 
[dd.3] [dd] 4- [de-3] [dC] + [d/.3] [de] =- 1 
[dd.3] [dC] + [de.3] [ Cn + [d/^.3] [Co] = 

[id-3] [de] -h [de-3] [f e] + [d/'.3] [ee] - o 
[6e.4][Ct] + [«M][:e] = i 
[e«-4][te]4-[c/'.4][ee]=-o 
[^^5][ee] = i 

Bei der Anwendang dieser dritten Methode fängt man, so* 
bald die Endgleichnngen (40) abgeleitet sind, von der hier gege- 
benen letzten an, welche mit dem oben aus der Integration von 
^-hhsi erhaltenen Satze übereinstimmt. Mit dem Werthe von [eej 
erhält man aas der vorletzten [Ce], und damit ans der drittletzten 
[tf]- Ueberhaupt giebt jede frühere Gleichung einen neuen Werthr 
mit dessen Hülfe aus den Gleichungen, welche auf der rechten 
Seite den Werth 1 haben, eine der Summen [ee], [ff], [dd], [yy]^ 
u. s. w. erhalten ¥drd. Man kann übrigens die Gleichungen auch 
so ordnen^ wie Hansen es am angeführten Orte gethan hat, dafs 
man die letzten Gleichungen in jeder Abtheilung zusammenstelltr 
darauf die vorletzten, dann die drittletzten u. s. f. 

Die Bedeutung der Summen [aa], [ßß], [yy] u. s- w. unterliegt 
keiner Schwierigkeit, sie sind, wenn man es so ausdrücken will, 
die reciproken Werthe der Gewichte. Eher möchte es nicht über- 
flüssig sein, die Bedeutung und den Gebrauch der Summen [aß]^ 
l^y]f [ßy] u- s. w. durch ein Beispiel zu erläutern. 

Gesetzt man wünsche von irgend welcher linearen Function 
von X, y, z, w, u, t, etwa von 

(53) Q ^ QqX -h qiy-h q2Z -^ q^w -h q^u + q^t 

in welcher x, y, z, w, u, t, dieselben Variabein* sind, deren Werthe 
aus den obigen Bedingungsgleichungen sich ergeben, den wahr- 
scheinlichsten Werth, und den mittleren oder den wahrscheinlichen 
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Fehler desselben zu erfahren, so wird der erstere nach (20) noth- 
wendig sogleich 

Der mittlere Fehler aber wird nicht so geradezu aus den mittlem 
Fehlem von x^^ y^, Zq, u. s. w. sich ergeben, weil die wahrschein- 
lichsten Werthe dieser Öröfsen nicht mehr unabhängig, sondem 
zugleich aus denselben Beobachtungen gefunden sind. Man wird 
deswegen bis zu diesen Beobachtungen zurückgehen mfissen, und 
nach (20), wenn der mittlere Fehler jedes n gleich « gesetzt wird, 
den mittleren Fehler von Q, er möge durch («Q) bezeichnet werden, 
finden durch die Formel 

oder da 

dQ ^q^dx-^ Ji dy 4- g2 ^^ + ffs ^^ + «4 ^^* "+• 2ö ^* 

man wird die Werthe von 4^, -^, 4" ü. s. w. kennen müssen. 

dn dn dn 

Man kann diese entweder aus (45) nehmen, oder man kann auch 
sogleich in Q die aus der allgemeinen Elimination nach (46) fol- 
genden Werthe von x, y, z u. s. w., substituiren, wodurch man erhält 

+ (20« -^Qlß +«2^ -^ii^ -»-«4? -»-?6Ö )V 
+ («0«'-»-2l/*'+«2r'+«8^' -hj4t' H-Jöö')»' 
+ (?0 «"+ «1 /»"+ «2 r"+ «8 <J" + «4 t" + «6Ö'0 t^'' u. s. w. • 

in welchem Ausdmcke die Coefflcienten von v' v" v**' u. s. w. nach 

dQ dO dQ 
dem Obigen = — ^, — -^-^, — V77 u. s. w. sind. Es wird hier- 
nach der mittlere Fehler von Q gefunden aus der Gleichung: 

^(*(?)a = ^{(goa4-gi/» + g2;'4-g8<J + ff4t + g6Ö)2} 

= ?o ffo [««] + 2^0 «i[a/»] + 2jo?2[«r] 4- 2go &[«<!... 

-*- J2ff2[;'r] + 2g2j8[rfl... 

-^ (r8ff8[«^<|.-- 
u* s. w. u. &• w. 
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In diesem Ausdrucke ist 

Wären diese Fehler unabhängig von einander, so wttrden blofs 
Glieder dieser Form vorkommen. Die jetzt noch auTserdem sich 
findenden von der Form [aß], [ay]^ entstehen aus der Abhängig« 
keit der Fehler von x und y u. s. w. zu einander, und entsprechen 

auf diese Weise dem mittleren Werthe des Productes ^^ — ^ > 

€ • € 

So dals man zur Findung des mittleren (und damit des wahrschein- 
lichen) Fehlers einer solchen linearen Function die Regel geben 
liann: Man setze an die Stelle der Gröfsen selbst ihre mittleren 
Fehler, nehme dann das Quadrat der Function, und substituire darin 

für ^ g^ die Summe [««] 

(g^) (*y) r^Äi 

i!f^- . . [M 

oder noch einfacher, man setze fttr die Gröfsen selbst ihre Diffe- 
rentialquotienten in Bezug auf ein einzehicQ ti, erhebe diese Function 
in das Quadrat, und verwandele nachher die aus den Differential- 
quotienten gebildeten Quadrate und Producte durch eckige ELlam- 
mern in Summen, welchen man den Werth beilegt, der vermöge 
der Gleichungen für Xq, y^, z^ u. s. w., ihnen zukommt. Das Re- 
sultat giebt das Quadrat des mittleren Fehlers der Function, den 
einer einzelnen Beobachtung als Einheit betrachtet. 

Man kann vermöge der Gleichungen (46) für Ä eine ganz der 
(54) analoge Form finden. Zu dem Ende bezeichne man die in 
dem Systeme des Minimums zurückbleibenden Fehler durch ly V, V*, 
oder man setze 
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l a=aa?o +6^0 -^c^o +dwQ -i-euQ -hftQ +n 
V^a'xQ -l-6't/o +<?'^o +^'«^0 +eX -^fto +n' 
i"= a"iCo •+■ 6"yo + <^"«^o -^ ^"«^o "♦- «'X -4- /*'<o + w" u. s. w- 

Hier ist der Bedingung des Minimums wegen nothwendig: 

pn = [nn-6] 

und damit vermöge der Systeme [Ä], [B], [C], [D], [E], [F], wenn 
man jedes derselben mit l, V, V, resp. multiplicirt, und die Producte 
addirt, auch 

[«q = [/jq « [;.q == [dq = [tq = [eq = 0. 

Ferner multipKcire man die Gleichungen [6?'] resp. mit a, b, c, d, e, ff 
mit a', b\ c\ df, efy f, mit a'\ J", &', d'', e'*, f\ u. s. f., und addire 
die Producte, so erhält man mit Bäcksicht auf die in den Systemen 
f^l \ß\j [C]; U>\ [^1 W\, enthaltenen Relationen: 

v = a '\av\ + ß \bv\ -h y [^t?] 4- i \dv\ -h f [et>] 4- Ö [/v] + Z 
i;' «a' [at;]-f-/y' [6t?] + r' M + rf' [dv] 4- f [^4- 6' |/t;]4-?' 
t?''= «''[at;] + /J"[Jt;] 4->''[cf;] 4- d"[dt;] 4- V\ev\ 4- e"[/^t;] 4- P' 
u. s. w. u. s. w. 

folglich wenn man auf beiden Seiten in das Quadrat erhebt, und 
snmmirt, wegen [aq = |j?q u. s. w. — die Form: 

i2-[nn.6]=.:?{(a[at?] + j8[H4-;'[cv]4-rf[dv]4-C[et;]4-e|/t?])2} 

= lavY \pta\ 4- 2[at;] [Jt>] [afl 4- 2[at;] [et;] \aY\ 

•¥ [HW] +2[6t;][ct;][/?r] 

4- \cvY\xy\ 

u. s. w. 

80 dafs die Function i2 — [nn-6] als der allgemeine Typus für das 
Quadrat des mittleren Fehlers jeder linearen Function erscheint 
Man erhält, wenn man diese Form mit (54) vergleicht, den Satz: 
Die Function fl — [wn-6] giebt für jede lineare Function Q 

der Xf y, e, u. s. w. den Werth ^ g^ , wenn man infl — [nn-fi| 
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[av] ersetzt darch g© """5^ 



[*v] \ • Ji 



dQ 



dO 
[et?] , n Ja "^ -^ ü. s. w. 

Eine Eigenschaft, die sich nothwendig anch auf alle andere 
Formen von ii — [nn • 6] erstrecken mofs, namentlich auch auf die 
in (44) gegebene Form. In dieser ist, wie man leicht fibersieht 

Ä^[avl B' -[Jv.l]. 0"»[ct?.2]. Z)"' = [di?.3]. 

Es entspricht n&mlich die Function von v jedesmal der in der- 
selben Gleichung vorkommenden Function von n, weil jede lineare 
Function von n aus der Bedingung des Miuimums abgeleitet, durch 
die Substitution von n — t; statt n, den Werth giebt, den die all- 
gemeine Elimination erhalten haben lassen würde. Man hat folglich: 

or^n 6i^[^^P , ß^'^' , ^^'2P [dv.^y [ev.AY [fv^bf 
Iww-Dj j^^j "»-[66.1] "^[06.2] "^[tW.3] "^[ee.4] [ff-b] 

und damit auch sogleich den Werth von , , wenn man 

[av] — i -T— vertauscht mit 



[H = i 



dx dx 

dn dQ 

dy ^ "^ dy 



r 1 ^ dSi dQ 

Dieser Satz (der allgemeinere statt des obigen speciellen, dafs 

Ux)^ 
man um 2 zu finden, setzen soll [av] — 1 und [bv] = [cv] u. s.w. «0) 

verbunden mit der letzten Form, in welcher die [aa], [ßß] u. s. w^ 
ganz verschwunden sind, würde deshalb nur noch die Operation 
erfordern, die Ableitung von [6t;- 1], [cv^2] u. s. w. aus [av]^ [bv], [cv], 
auf eine bequeme Weise so zu geben, dafs man die geforderten 
Substitutionen mit Leichtigkeit ausführen könnte. 
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Er kann aber noch eleganter ausgedrückt werden. Denn da O 
sowohl wie Q Functionen von denselben Yariabeln sind, die yoll«^ 
st&ndigen Differentiale beider also sind: 

und die erstere Function i2 — [ww • 6] in --^~ übergeht, wenn man 

.dn^^dQ^ lA^^dQ^ dia ^ dQ 

^ dx dx^ ^ dy dy^ ^ dz dz ^ 

u. s. w. setzt, da femer dx, dy, dz, unabhängig von einander sind, 
der ursprünglichen Voraussetzung gemfiXs, so l&fst sich auch der 

üebergang von Ä — [nn • 6] in J dadurch allgemein aussprechen, 

dafs man für ihn 

idn^dQ 

nehmen mufs, eine Bedingung, die wiederum frei ist von der Form, 
unter welcher ß — [nn • 6] oder Q gegeben worden. 

Man nehme nun an, man habe Q umgewandelt in die Form 

Q = *o [««^] + hU>v -1] ■+• h[cv • 2] •+■ Äg L^«' • 3] ■+• hb^ • 4] + hlf'^ • 5]> 
eine Transformation, die bei der linearen Form immer möglich ist 
In diesem Falle wird 

dQ = Äq d[av] + &i d[hv • 1] -h ä^ d[cv • 2] -^k^dldv • 3] 
H-Ä;^ d[ev • 4] + ig d[fv • 5] 
Eben so giebt die obige Form für Ä — [nn • 6] 

Sucht man hieraus die Bedingungen, für welche sein wird 

dQ^^dSi 
80 wird man nothwendig die Coefflcienten der einzelnen Differen- 
tiale unabhängig von einander vergleichen müssen, weil [av] unter 
allen andern Gröfsen allein alle Yariabeln enthält, [&v • 1] alle Ya- 
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nabeln aufser x, [cv 2] alle aufser x nnd y, folglich wegen der 
Unabhängigkeit der dx^ dy, dz^ n. s. w. von einander, auch d[av\ 
d\bv' 1], d\cv • 2], als anabhängige Differentiale betrachtet werden 
müssen. Man wird demnach, um 

\da^dQ 
za erhalten, setzen müssen: 

[av\ ^[ad\ Äo [dv '2;\^[dd^^]lc^ 

[(?ü.2]«[cc.2]^ U^^b]^[ff^b]lc^ 

und wenn man diese Werthe in i2 — [nn«6] substituirt, wodurch 

dieses in ^^ übergeht, so erhält man folgenden allgemeinen Satz: 

Wenn für irgend welche lineare Function Q von x, y, 
Zy w, u, t, die Form hergestellt ist 

Q^Icq [av] 4- &i [6ü . 1] + &a [cv • 2] 4- Ä^s [dv • 3] 
(55) l so ist 

+ [dd . 3] &8Äi + [ee . 4] feA + [T/"- 5]Ä,^*ii} 

Die Umwandlung der Function Q in die hier verlangte Form 
hat keine Schwierigkeit. Auf der einen Seite hat man 

Q ^ q^x-h qiy -h q2^ -h q^w -h q^u + q^t 

auf der andern, wenn man die in den Formeln (43) gegebenen 
Werthe von [av], [bv • 1], u. s. w. oder von Äy J?', in die in (55) 
verlangte Form wirklich substituirt: 

Q s= [aa] k^x-^ [ab] k^y-^ [ac] k^z-h [ad] k^w 

4- [66 • 1] fei y + [6c • 1] fci ;8? 4- [6d • 1] *! «? 

4- [c(? • 2] Ä2 ^ + [^^ • 2] fta w 

4-[dd-3]»i«^ 

u. s. w* u* s. w. 

Vergleicht man also hier die Coefficienten der x^ y^ z^ für jede 
Variable besonders, so hat man: 
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gj = [a&]fco-+-[66-l]A?i 

q^ s= [ac] Äo + [ 6c • 1] ki + [cc • 2] k^ 

q^ = [ad] Äo 4- [fit? . 1] fti + [cd • 2] ig + [^^ • 3] ia 

g4 = [ae]Ä:o + [6c-l]Ä;i + [ce-2]Ä^3 + [dc-3]Ä8 + [e^-4]fe4 

aas welchen Gleichungen sich successive^die verschiedenen k^ bis k^ 
ergeben. 

Hiemach kommt es zur Bestimmung des (ex), (sy)^ u. s. w- 
nur darauf an, dem x, y, z^ u. s. w. die hier verlangte Form zu 
geben. Man braucht aber nicht einmal die ans der allgemeinen 

Elimination folgende Form hinzuschreiben. Denn da in g nur 
immer die Quadrate k^ k^y \ k^ u. s. w. vorkommen und die Coeffl- 
cienten der Functionen von v sich nur im Zeichen von den Coeffl- 
cienten der gleichen Functionen von n unterscheiden, so kann man 
sogleich den Werth von a?o, yoi ^o ^- s. w., durch [an\ \bn • 1], ui s. w. 
ansdräcken und erhält dadurch —k^^—k^^—k^ u. s. w. Dieses 
giebt, aufser der Bestimmung der Gewichte, auch noch eine neue 
Art, die wahrscheinlichsten Werthe nicht durch successive Sub- 
stitutionen, sondern unabhängig von einander zu finden. 

Hierzu wird es nur erforderlich sein, in das System der End- 
gleichungen (40), wo die dortigen x^ y, z, u. s. w. natürlich das 
sind, was hier zuletzt mit x^, y^^ Zq, n. s. w. bezeichnet ward, ge- 
wisse Multiplicatoren einzufahren, die alle andern Yariabeln bis 
auf eine entfernen. Man multiplicire die sechs Gleichungen (40) 
respective mit 1, Ä\ A*\ A"\ .4'^ Ä^j und bestimme diese A' bis A"^ 
so, dafs in der Summe der Producte die CoefBcienten aller Yariabeln 
aufser x Null werden. Man multiciplire dann die fflnf letzten 
Gleichungen von (^), in welchen x fehlt, respective mit 1, JB", 
5"\ -B*^, B^ und bestimme diese B'* bis -B^ so, dafs in der Summe 
dieser fflnf Producte die Coefflcienten aller andern Yariabeln aufser 
y Null werden. Eben so nehme man far die vier letzten Gleichun- 
gen als Multiplicatoren: 1, C", (7*% C^; fflr die drei letzten: 1, 
jD*\ D^; für die zwei letzten: hE^; so wird man zur Bestimmung 
der Multiplicatoren folgende Gleichungen haben: 
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[aa] [66-1] 

[ad] [66-1] [cc'2] 

m 

[ae] [be-1] ., [ce-2] .„ [de-3] .„, .„ 

(56){ [**•!] [cc-2] [dd.3] 

[66-1] [cc'2] [dd'd] [ee-4] 

[cc-2] 

[cc'2] [dd'S] 

[cc'2] [dd'S] [ee'4] 

[««•4] 

Vermittelst der aus diesen Oleichungen bestimmten Multipli- 
catoren bat man dann femer die Wertbe von Xq, y^, Zq, u. s. w. 
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(57) 



~'^»~[aa] "*"* [ftJ.l]"*"^ [cc.2]'*'^ [(W-3]^^ [ee.4] 

[fn-5] 



^^ 



crr-ö] 



_„ ßn-1] ^ ^„ [cn.2] ^ j,Jdn.33 ^ ^„ [e*»-4] ^ j^tTn-S] 



^«"[JJ-l]^"' [cc'2'\^" [dd'^^" [66-4] 
_ [cn.2] ^„ [dn-33 ^,^ [en.43 ^ i/n-6] 



[/'/'•&] 



A = 



[««•4] 



[^/'•5] 



und folglich vermöge des obigen Satzes ftlr den mittleren Fehler 

da hier 

1 A' 

t 
[66-1]' 



für X 

» y 






A" 
B" 

^a = r-, Ol u. s. f. 



Ä:o= 



&i= , h^ 



[cc.2] 
1 

'[cc.2] 
n. s. w. u. s. w. 

die folgenden eleganten Aasdrücke 

(e^o)» 1 . A'A' . A"A" . ^1'"^"' 



(58) 



im? 



[aa] 
1 



«8 



[66-1] 
1 



(««'o)». 



[cc.2] 
1 



e» [<W.3] 

(««o)» _ 1 



[ee.4] 



[66.1] 
B"B" 



+ 



+ 



[cc.2] 

O" O" 



[cc.2] 
B"'B"' 



[dd'S] 



+ 



0. s. f. 



jiyjif ^T^T 



[ec.4] 



\ff-^] 



[dd-3] 

J)vrj)Vf 



+■ 



[dd.3] 
CF'CF' 



CTcr 



[/■/'•ö] 



[«e.4] 



+ 



[ee .4] 



\ff-ö] 



[ff-^ 



€> -{ff. 5] 
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welches die Formeln von Oanfs in der Theoria combinat. observ. 
sind. Diese vierte Methode g^iebt den mittleren oder wahrschein- 
lichen Fehler der Werthe der Yariabeln, f&r jede gesondert, unab- 
hängig von den Fehlem der fibrigen. 

So wie die Gleichungen zur Findnng der hier gebrauchten 
Multiplicatoren oben geordnet stehen, findet man aus einem System 
alle A^ die den Fehler von x bedingen, aus einem zweiten alle 
J?, die zu dem Fehler von y gehören u. s. f. Diese Anordnung ist 
daher die zweckmäfsigste, wenn man den mittleren Fehler irgend 
einer unbekannten allein bestimmen will Sonst kann man die 
Multiplicatoren auch in anderer Ordnung finden. Denn da bei 
ihrer Herleitung die Qröfsen [an\, \bn\ [cn], u. s. w. als relativ 
unabhängig angesehen worden, so mfissen diese auch umgekehrt 
wenn man aus (57) die Gleichungen (40) wieder herstellt, als un- 
abhängige Gröfsen betrachtet, und ihre Coefficienten einzeln ver- 
glichen werden. Multiplicirt man also in dem System (57) die 

^, . , .^ - [ai] [ac\ [ad] [ae\ [af] . 

Gleichungen resp. mit 1, -L_J-, ^. -i^, ^. ^. und 

addirt die Producte, um die erste der Gleichungen (40) wieder in 
ihrer Summe zu erhalten, so muTs der Coefficient von [an] gleich 

7 — Y, die Coefficienten von [ftn-l], [ßn-2] u. s. w. jeder gleich Null 

werden. Aehnlich ist das Verhalten wenn man aus den fBnf letzten 
Gleichungen von (57) die zweite von (40), aus den vier letzten 
von (57) die dritte von (40) und so fort bildet Man erhält hieraus 
die Bedingungen: 
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'0^[ad]A' +[ab] 

0«[aa]^" +[a6]S'' +[ac] 

« [aä] Ä''* + [ab] £"' + [ac] C?" + [ad] 

0^[aä]Ä'^'h[ab]B^-+-[ac]C^ + [ad\lF' + [ae] 

0^[aa]Ä'' +[ab]F' 'h[ac]C^ 'h[ad]D'' +[ae] Jff^ + [a/] 

= [66.1]F' +[Jc.l] 

= [66-l]B'"-*-[6c.l](?'" + [6d.l] 

= [66-l]B^ +[6c.l]C^ +[6d.l]i)^ -f-[5e-l] JE^^ [5/^.1] 

0«[cc-2]C" + [cd.2] 

= [cc . 2] C^ + [cd.2] 2)^ + [ce.2] 

= [cc-2]C^ +[cd.2]D^+[cö.2]JS;^ +[^^2] 

Aus diesen Gleichungen findet man zuerst Ä*, B", C", 2)^^ ^, 
deren Werthe in einer Gleichung immer allein vorkommen. Ver- 
mittelst dieser erhält man Ä'^j B*'\ C^^ 2)\ aus den Gleichungen 
mit zwei Multiplicatoren, dann folgen -4'", -B^^ C^, aus den Glei- 
chungen mit drei Multiplicatoren, und so alle übrigen. Gaufs 
nennt jene Art, die Multiplicatoren zu finden, die erste, diese die 
zweite. 

um den Zusammenhang der früheren specielleren Sätze mit 
dem letzten allgemeinen zn übersehen, kann man noch bemerken, 
dafs eben diese Multiplicatoren auch die Functionen [bn^l], [cn*2].... 
vermittelst [an], [6w], [cw]...., oder was dasselbe ist [bv*l] 
[cv • 2], vermittelst [av], [bv], [cv], geben. Vergleicht man nämlich 
das Differential von ß aus (44) 

^dä = -^r^d[av]'h ^,, ^i d[bv'l]'h'j sf ^[^^•2]... 

[ötöt] [66-1] "• ^ [c<?-2j "- ^ 

mit der andern ursprünglichen Form 



^dß «= [av] dx 4- [6v] d^ + [cv] dz + [dv] dti; , 

Eneke'i AbhandL IL 
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nachdem man in diese letztere die Werthe von dx^ dy^ dz^ als Fanc- 
tionen von d [av], d [6t; • 1], d[ct; • 2], u. s. w., wie sie sich aus (57) 
unmittelbar hinschreiben lassen, substituirt hat, und setzt die Coefft- 
cienten der unabhängigen Differentiale einander gleich, so erh&lt man 

\av\ = \av\ 

[ct;.2] = ^'' [avJ-f-B'' [6v]-h[H 

[dt;.3] = A'^' \_av\ + £"' \bv\ + C''' \cv\ + \dv\ 

[ e!?.4] = A}^ \av\ -h 5«^ \bv\ + C'^ [cv] + 2>»^ [dt;] -f- [ev] 

[/•|?.5] = ^^ lavl-^^B" \bv\^(r \cv\ + D'' \_dv\^E'lev'\ + \fv\ 

Natürlich wird das Verhalten derselben Functionen von n gegen 
einander ganz das nämliche. 

Wendet man auf diese Formeln die obigen specielleren Vor- 

Schriften an, nach welchen man, um ^ zu finden, in dem Werthe 

von ojo, [an] = — 1, [6w] = \cn\ == u. s, w. = setzen soll, so wie für 

l , \bn\ = — 1 und \(in\ = [cn] u. s. w* = 0, so sieht man, da£s 

fur^[aw] = -l, [6w-l] = -^\ [cn-2] = -^'S [dn.3] = -^'", 

[en.4]^ ^^, [/n-ö]--^^ 

, M![6n.l]=-l,[cn.2] = -B",[tin.3] = ~B-',[ew.4] = -B^ 

[/"n-bj^ — £^u. s. w. 

in die Formeln für x^^ yo» ^o» u. s. w. (57) gesetzt werden müssen, 
wodurch dieselben Werthe der mittleren Fehler wie in (58) erhalten 
werden. 

Endlich liegt in diesen Formeln noch das vollständige Schema 
für die oben angeführte zweite Methode, oder die wirkliche Aus- 
führung der allgemeinen Elimination. Hat man die -4/ A^' . . . ^^ 
£,'' JB,''' ... . B^, u. s. f. bis zu E^ berechnet, so fügt man auf der 
rechten Seite der Gleichungen (40) die Werthe 

[at?] [fci;-l] \cv ■ 2] [dt; -3] [et? » 4] \fv ■ 5] 
\_aay [66.1]' [cc.2]' [dd.3]' [ee.4]' \ff^^' 
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nach der hier gegebenen Form als Functionen von [av], [6t?], [cv], 

Idv], [et;], [fv] hinzu, betrachtet diese letzteren als unabhängige 

Yariabele, und erhält so durch die successive Substitution der 

Werthe von ^ % w^ z, y, wie die spätem Gleichungen sie geben, 

in die früheren, so wohl nach den Functionen von n, als nach denen 

von t?, die Coefficienten von [av\ für x^ von \bv\ für y, vonjcv] 

für Zj u. s* w., welche respective gleich den oben so bezeichneten 

(sx)'^ (ev)^ (bz)^ 
[««], [ßß\y br\^ oder den -^^, -^-^, ^-J- u. s. w. sind. 

So wie die in Bezug auf jedes einzelne n entwickelte Form 
der Yariabeln zu verschiedenen Methoden die Grewichte zu be- 
stimmen geführt hat, unter welchen die von Gaufs vorgezogene 
(hier die vierte) Methode, sowohl in Hinsicht auf analytische Ele- 
ganz, als auf Kürze, und besonders auch wegen des Umstandes, 
4afs die Gewichte jeder unbekannten unabhängig von denen der 
übrigen gefunden werden können, den Vorrang hat; so läfst sich 
auch an die erste Auflösung aus der Integration von e"**-^, und 
dem daraus folgenden Satze für den Coefficienten der letzten un- 
bekannten, noch eine Betrachtung anknüpfen, die zu einer Ab- 
kürzung fuhren kann. 

Die Integration von e-^^^ nach allen Variabein, innerhalb der 
Grenzen — oo und -*- <», führt auf einen Ausdruck, der aufser con- 
43tanten Gröfsen auch das Product 

w = [aa\ . [66 • 1] • \cc . 2] • [dd • 3] • [ee • 4] -[ff • 5] 

enthält. Da die Ordnung des Integrirens willkürlich ist, so mufs 
dieses Product unabhängig von der Ordnung sein, in welcher man 
eliminirt hat Für jede Anordnung ist w eine und dieselbe Gröfse. 
Man kann dasselbe auch aus der gewöhnlichen Lehre über Eli- 
mination bei Gleichungen des ersten Grades, angewandt auf die 
Gleichungen (27) finden. Es wird sich dabei zeigen, dafs w immer 
eine ganze Function der Coefficienten von rc, y, z, u. s. w. in den 
Gleichungen (27) ist, und dafs es der gemeinschaftiiche Nenner ist, 
4en man, falls kein unnöthiger Factor eingeführt ward, auf dem 

9» 
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gewöhnlichen Wege bei allen Unbekannten ans der gehörigen Com* 
bination der Coefficienten erhftlt, worans wiederum, wenn er voll- 
ständig entwickelt wire, auch der Z&hler bei jedem x^ y^ z, sich 
anf eine leichte Weise ergeben wflrde. 

Nimmt man nnn an, es seien sechs verschiedene Anordnungen, 
in jeder eine andere Variable znr letzten gemacht, die fibrigen 
aber in ihrer zuerst gewählten Ordnung beibehalten, und fügt man, 
um die in jeder* Anordnung gebildeten analogen Hülfsgröfsen von 
einander zu unterscheiden, einer solchen immer unten den Buch- 
staben hinzu, den man zum letzten gemacht hat, mit Ausnahme 
des f^ der in der natürlichen Ordnung zuletzt kommt, so hat man 
fElr II? die sechs Formen: 

w^[ad\ [66-1] [cc-2] [dd-Z] [ee-4] Uf'^\ 
^[aa\. pJ-1]« [cc.2], [dti.3]a [//'•4]a [ee-ö] 
«[rfal, [&6-11, [cc.21, [<je .31i [/^/^.4]i [dd-6] 
^[aa\ [66-l]c [dd • 2]^ [ ee • 3]c |//^-4]o [cc-ö] 
^[aa\ [cc'l\ [d(i.2]6 [ee-Sj^ \ff^^b [hh^b] 
= V>h\a [cc . 1], [dd . 2]a [ ee • 3]« \ff' 4L [aa • 5]. 

Allein es ist klar, dafs durch den umstand, dafs eine andere 
unbekannte zur letzten gemacht ist, nur die Hfllfsgrölsen sich 
ändern, in welchen bei der natürlichen Buchstabenfolge die Unbe- 
• kannte eliminirt ist, welche bei der neuen Anordnung zur letzten 
gemacht ward. Für alle Hülfsgröfsen z. B., .die in der Klammer 
eine Zahl bis 4 enthalten, ist es gleichgültig, ob /*oder e die letzte 
Gröfse ist, für alle mit 3 bezeichnete, ob d oder e oder f zuletzt 
bleibt, für die mit 2 bezeichneten, ob c, ä, e oder /*, für die mit 1, 
ob 6, c, (2, 6 oder /*, für die ohne Zahl (die wirklichen Coefficienten), 
ob a, 6, c, ä, ^, /*, die letzte wird. Hiemach erhält man, wenn man 
jeden spätem Werth von w dem in der ersten Anordnung gleich 
setzt, folgende Gleichungen: 
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nff'^]^[fm 



(61) 



[ee-5] = [ee«4] 



UM] 



In dieser Form, verbanden mit einer einmaligen yölligen üm- 
kehrung, scheint mir die Berechnung der Gewichte f&r die Praxis 
am kürzesten und sichersten, wenn man nämlich nicht blofs die 
Endgleichnngen (40) kennt, sondern was meistentheils der Fall sein 
wird, auch alle andere Hülfsgröfsen yor sich hat. 

Man verfährt dann hier so: Zuerst eliminirt man nach der 
Ordnung a, 2^, c^ d^ e, f, und berechnet aufser den oben angezeigten 
H&lfsgröfsen noch 

damit sind die {ff' 5], [ee • 5], [dd • 5], vermöge der eben gegebenen 
Formeln (61), in einer ffir die logarithmische Bechnnng sehr be- 
quemen Gestalt unmittelbar gefanden, ohne weitere Einfährung 
anderer Factoren. 

Dann eliminirt man nach der Ordnung /*, e, ä, c, 6, a, und f&gt 
hier noch die HOlfsgröfse hinzu 

[aa.4], = [aa.3]-Mf|.[a6.3] 

80 wird man wiederum vermittelst lauter gegebenen Grö&en haben: 
[aa*ö] =[aa-5] 

[„.6] -IH.4]|i^ 

r Ri r >n [W ' 4] [aa • 51 

[cc.51 =[cc-4]4rr-öf •-? ir 

^ ^ *- ^ [66-3] [aa-4]^ 
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Die einmalige ümkehrnng controllirt, wegen des doppelt zu 
findenden Werthes von x, den Theil der Bechnang von den Glei- 
chungen (27) an, bis zu den wahrscheinlichsten Werthen selbst. 
Es bedarf übrigens wohl kanm der Erinnemng, dafis die [aa • 5]^ 

[66-5], [cc«5] u. s. w. resp. gleich sind den -^ — r-, -f^^i -p-y- u. s- w. 

^^^^ *^° W' ~^' w ""• '• ""• 

AUe Brflche, die in diesen Formeln vorkommen, sind ihrer 
Nator nach ächte Bräche, so dafs man deutlich übersieht, wie die 
vergröfserte Anzahl der zu ermittelnden Werthe bei denselben 
Qleichungen das Gewicht der einzelnen immer mehr und mehr 
vermindert Es ist selbst möglich, dafs die Bestimmung einer ein* 
zelnen Variablen, wegen der geringen Sicherheit, mit welcher sie 
aus den Gleichungen sich ableiten läfst, einen so nachtheiligen 
Einflufs auf die Sicherheit der andern ausübt, dafs es rathsamer 
ist diese Variable gar nicht bestimmen zu wollen, sondern die 
übrigen als Functionen derselben auszudrücken, mit dem Vorbe- 
halt, wenn man auf anderm Wege einen zuverlässigeren Werth 
der unbestimmt gelassenen erhalten, diesen später anzuführen. 
Dieses würde z. B. der Fall sein, wenn die Aufgabe in practischer 
Hinsicht sich einer unbestimmten zu sehr näherte, wenn also die 
Coefficienten aller oder einiger der Variabein in aDen Gleichungen 
nahe dasselbe Verhältnifs zu einander hätten, wodurch man zwar 
wohl einige der Correctionen x^^ y^, Zq^ genau erhalten könnte, 
wenn die übrigen bekannt wären, aber nur höchst unsicher die 
wahren Werthe aller zugleich, getrennt von einander aus solchen 
Gleichungen allein bestimmen könnte. Der gröfseren Bequemlich- 
keit halber, wenn dieses ungünstige Verhältnifs eintreten sollte, 
wird es gut sein, die Ordnung, in welcher man die erste Elimi- 
nation durchführt, ungefähr nach der Sicherheit der Endbestim- 
mungen einzurichten, worüber schon ein flüchtiger Anblick der 
Bedingungsgleichungen im rohen belehren wird. Hat man so den 
Gröfsen, welche sich am sichersten bestimmen lassen, die Coeffi- 
cienten a, h, c, gegeben, und findet sich l/jT-ö] gar zu klein, so 



Digitized by VjOOQIC 



Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 135 

gehe man nicht bis zur letzten Gleichung F^ fort, sondern bleibe 
bei E^ stehen, und substituire den Werth von t«, der aus ihr folgt, 

[ee'4] [ee«4] 
in alle früheren Gleichungen. Man erhält dann w, Zy y, x, als 
Functionen von t, damit auch die bei den neuen Bestimmungen 
noch zurückbleibenden Fehler l, 1/ l/'. eben so, und selbst die 
Summe der Quadrate der Fehler in derselben Form. Die Sicher- 
heit oder das Gewicht, was man jetzt erhält, setzt die Bichtigkeit 
des angenommenen Werthes für Tq voraus, und ändert sich mit 
der Sicherheit, welche man irgend einem anzunehmenden Werthe 
von * zuschreiben darf. 

Die Formeln für die obige vierte Methode sind für einen 
solchen Fall, der z. B. bei parabolischen Cometenbahnen eintritt; 
schon völlig eingerichtet. Es ist im höchsten Grade unwahrschein- 
lich, dafs Cometen sich genau in einer Parabel bewegen. Sie 
werden immer Ellipsen oder Hyperbeln, welche der Parabel sich 
nähern, durchlaufen. Bringt man also^ nachdem man die Func- 
tionen Vq in einer strengen Parabel berechnet hat, in die Bedin- 
gungsgleichungen für diese parabolische Bahn noch ein Glied, was 
den Einflufs einer geänderten Excentricität ausdrückt, hinein, so 
wird man nur selten, wenn der Comet blofs in einer Erscheinung 
beobachtet ist, das Gewicht für eine solche Excentricitätsänderung 
grofs genug erhalten, um sie einführen zu können. Billig aber 
sollte man, den Formeln (57) und (58) gemäfs, die kleine Mühe 
nicht scheuen, die Correctionen und mittleren Fehler der andern 
Elemente, wenn man die in der Parabel wahrscheinlichsten etwa 
durch a?'o, y*o^ z^o, w'q, u^q, bezeichnen will, und unter to die unbe- 
stimmt gelassene Correction der Excentricität versteht, so zu geben: 

Xo « x^o + ^^ io («^o)' = i^Ay + ^^^^ i^tof 

(62) { ^0 = ^'o + ^ ^0 (*^o)' - i^^'of + (^ C^{Bt,f 
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Diese Ausdrücke sind fBr jeden Werth von toy den man sp&ter* 
hin vieUeicht einführen mOchte, vollkommen strenge. Denn bei der 
Durchsicht der Formeln (56) sieht man bald, dafs die Coefficienten 
yon t in den Bedingangsgleichungen, oder die /*, nor auf die Mul- 
tiplicatoren, welche mit dem Accente ^ besseichnet sind, Einflnfs 
haben, alle andern Multiplicatoren sind von ihnen unabhängig. 
Hieraus läTst sich schon mit Sicherheit schliefsen, dafs die letzten 
Glieder in Xq, j/q, zq^ u. s. w. den ganzen Einflnfs, den irgend ein 
Werth von ^o &^ die andern Yariabeln haben kann, umfassen 
oder dafs 

dtQ ' dtQ dtQ 

sein wird, eine Eigenschaft, die aus den Gleichungen (57) vermöge 
ihrer Ableitung aus (40) sich auch direct und strenge ergiebt. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich auch auf den Fall an- 
wenden, wenn vielleicht wegen mangelhia.fter Kenntnifs der theo- 
retischen Bedingungen der Aufgabe, eine Variable ganz bei der 
Berechnung der Vq übergangen w&re, wie es in der Astronomie 
in geringerem Grade, in st&rkerem in der Physik stattfinden wird, 
wo der Einflnfs so mancher Kräfte noch bei vielen Erscheinungen 
ganz unbekannt ist. Man kann diesen Fehler sich so vorstellen, 
als ob einer der Variabein ein bestimmter Werth beigelegt ist, 
am häufigsten vielleicht Tq = gesetzt ist, manchmal auch wie 
bei der Excentricität der parabolischen Cometenbahnen Tq = 1, 
oder sonst einer Oonstante gleich genommen, und die Correction 
sowohl der Annahme selbst, als auch das von ihrer Veränderlich- 
keit herrührende Glied in den Bedingungsgleichungen vemach- 
läfsigt wäre. Die obigen Formeln zeigen hier zuerst, dafs die 
Methode der kleinsten Quadrate solche Mängel durchaus nicht er- 
setzen kann, sie wird wie jede andere mehr oder minder irrige 
Werthe für die andern Variabein geben. Wenigstens aber gewinnt 
man häufig durch sie ein sicheres Criterium, ob ein solcher Mangel 
für die gegebenen Beobachtungen von sehr grofsem Einflufs ist. 
Es wird nämlich in diesem Falle das Minimum der Fehlerqnadrate: 
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«[nn.6]H.[^' = [nn.5] 

Kennt man, was häufig der Fall sein wird, die ungefähre Fehler- 
grenze der Beobachtungen, also auch die ungefähre Summe der 
Quadrate der Fehler bei den m Beobachtungen, welche bei voll- 
ständiger Theorie von [nn-6] nicht viel abweichen darf, und er- 
fährt man durch die strenge Behandlung nach der Wahrscheiii- 
lichkeitsrechnung, welche Summe der Fehlerguadrate, der gemachten 
Hypothese zufolge, die kleinstmöglichste ist, so wird ein allzu- 
starker unterschied zwischen beiden, der nothwendig in dem Sinne 
stattfinden wird, dafs [nw-5] >[ww-6] und zwar um vieles ist, mit 
Sicherheit auf einen Mangel in der Theorie schliefsen lassen. 
Endlich geben die Formeln für die (fx^fy {sy^f u. s. w., dafs die 
Weglassung einer Variablen ebenfalls nothwendig einen zu grofsen 
Grad der Sicherheit bei den andern Bestimmungen annehmen 
läfst; und erklären dadurch die Erscheinung, dafs bei unvollkom- 
mener theoretischer Eenntnifs die vermöge der Methode der 
kleinsten Quadrate aus verschiedenen Reihen von Beobachtungen 
erhaltenen Werthe derselben Yariabeln häufig aufserhalb der 
Grenzen, welche die Gewichte ihnen anweisen, verschieden aus- 
fallen. Ganz ähnlich wirken constante Fehler. 

Bei zwei und mehreren unbestimmt zu lassenden Yariabek 
können die Formeln (57) nicht mehr so geradezu angewandt, sehr 
leicht aber auf ganz ähnliche Weise die analogen gefunden wer- 
den. Fälle dieser Art sind indessen weit seltener und sollten wo 
möglich vermieden werden. 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, die Bestimmung des mittleren 
Fehlers einer Beobachtung* aus den in der Hypothese des abso- 
luten Minimums flbrig bleibenden Fehlern näher zu untersuchen. 
Wären diese Fehler die wahren, so würde nach der Definition des 
mittleren Fehlers, bei den m hier vorliegenden Beobachtungen 
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ms^ = \nn • 6] 

sein. Indessen ist es klar, dafs aus dieser Gleichung der mittlere 
Fehler immer zu klein gefunden werden mufs. Um ein der Wahr- 
heit näher kommendes Resultat zu erhalten, bezeichne man wie 
früher die Fehler des Minimums mit l, V, V^, u. s. w. 

V = a^XQ -h 6'yo + ^'^o + ^'^o + ^'^o + /^^o •+• ^' u. s, w. 
wobei nothwendig [U] = [nn • 6] 

Ferner seien die wahren Werthe von x,y,2,tü,u,t, aj^ + Aa:, 
Vo + Ay, Zq -+- A^:, t(;o + Aw;, ti^ 4- A w, ^o + A*, und die wahren Fehler 
resp. A, A,' A,'' u. s. w. Durch die Substitution dieser wahren Werthe 
wird man die strengen Gleichungen haben: 

X =a^x -^It^y -i-c/^z -hd^w -heAw -h/'A^ -hl 
(63)... A' =a'Aa; -f-6'Ay -f-c'As? -+-d'Ati; 4-6'At* ^-fA^ -hZ' 
A'' = a"Aic-+-6"Ay-f.c"A5J + d''Aw;4-e"AM + rAf-hZ" 
u. s. w. u. s. w. 

Erhebt man hier auf beiden Seiten in das Quadrat, so wird 
wegen der Bedingungen des Minimums [af] = [6f] u. s. w. = 0: 

[XX] = [II] + 2{ {al^x 4- 6 Ay -*- cä^-h d^w + eAw + f^t)^} 

Diese letztere Summe läfst sich analog, wie oben bei Si ge- 
schehen, in eine andere Form umgestalten. Setzt man 

[aa]Aa; + [aJ] Aj/ -h [ac] A^r 4- [aef] Ati; -f- [ae] lSu + [aß Af = A^^ 

[bb^l]l^y + [bC'l]lSz^[bd'l]/Sw + [he'l]tiU'h[bf'l]^t = Bi 

[cc.2]A2: + [cd.2]Aw;-h[ce-2]Aw + [c/'-2]A^ = C; 

[d(i-3]Aw7 + [de.3]Aw-h[d!/*.3]Ai = Dö 

[öö-4] Ai^ 4- [ö/'.4] A^ = ^S" 

[/*^ö]Af = i^J 

und für [XX] den Werth-iw^^ so wie [nw-6] für [/q, so wird die 
Gleichung: 
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^.2.rn, gi , A^ , B'.Bj c;cö d';;d';: e-^e^ f-f- 

mi?2 = [nn.6] + -j^ + jjj^j + j^^^ + P^ 

Vermöge der Gleichungen (63) wird aber: 

A^^[aX] -[al] =[aA] 
B; = [6A.1]-[6M] = [6A.1] 
CÖ = [cA.2]-[cZ.2] = [cA.2] 

n. s. 1 wie die Bildung der Hülfsgröfsen an sich es lehrt. Man 
hat folglich die strenge Gleichung 

me^=[nn.G] + -^ "^[JM] "^[^^ ^[MT] -^[i^ ^[7^5] 

wo die Zahl der auf der rechten Seite neben [nn • 6] stehenden 
stets positiven Glieder, immer gleich ist der Anzahl der unbe- 
kannten, oder vielmehr hier ihren wahrscheinlichen Werthen nach 
zu bestimmenden Gröfsen. 

Die quadratische Form, in der dies^ Glieder erscheinen, zeigt, 
dafs [nn*6] immer kleiner sein mufs als ms^^ zugleich aber auch, 
dafs, wenngleich [aA], [6A*1], [cA-2] u. s. f. aus einerlei System 
der A bestimmt werden, doch die Fehler, welche in jeder einzelnen 
dieser Summen deswegen zurückbleiben, weil wir bei ihnen nur 
die wahrscheinlichsten, nicht die wahren Fehler anwenden können, 
sich nie gegenseitig aufheben können, sondern jeder einzeln nach 
ihrer Oröfse einwirken. Wären zu den m Beobachtungen noch 
andere derselben Art hinzugekommen, deren Fehler wir nicht 
genau kennten, so würden wir so viele «^ zu [nn • 6] hinzulegen 
müssen, als hinzugekommene Beobachtungen vorhanden gewesen. 
Wollen wir uns deswegen in dem gegenwartigen Falle der Wahr- 
heit so viel nähern als möglich, so werden wir für [aA], [bl-l] u. s.w. 
die Werthe setzen müssen, welche durch das Verhältnifs der bei 
diesen Summen möglichen Fehler, in Vergleich mit dem mittlerea 
Fehler einer Beobachtung sich ergeben. Diese mittleren Fehler 
der Summen aber finden sich aus dem allgemeinen Satze für den 
mittleren Fehler irgend einer linearen Function Q ganz unmittel- 
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bar; denn es ist klar, dafs die Yariabeln hier von denselben Be- 
dingungsgleichongen wie oben abhftngen. Zugleich aber haben die 
Summen schon die dort verlangte Form. Ffir [ak] wird h'^^U 
alle andern k gleich NuU; für [bX-l] wird ^ == 1, alle andern k 
gleich Null und ähnlich bei den fibrigen. Es werden deshalb die 
mittleren Fehler von 

[aX] .... €i/[aa] [rfA • 3] . . • . €i/[dd - 3] 

[bk'l]....€\/[bb'l] [e2-4]....€|/[ee-4] 

[a.2]....«l/[cö-2] [fX'b]....ey[ff'b] 

und wenn wir diese Werthe substituiren, so kommt: 

oder wenn die Anzahl der aus den Gleichungen bestimmten wahr- 
scheinlichsten Werthe »f» gesetzt wird 

worin der allgemeine Satz für jede Anzahl von Yariabeln aus* 
gesprochen ist 
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HI. 

Zar Tollstftiidigen Anfldsung der Anfgabe, bei irgend welcher 
Anzahl von unbekannten Gröfsen die wahrscheinlichsten 
Werthe derselben aus gegebenen Beobachtungen zu be- 
stimmen, wenn die Oröfsen selbst völlig unabhängig von 
einander sind, gehört indessen wesentlich auch die Andeutung 
eines möglichst bequemen Weges für die numerische Berechnung 
dieser Werthe und ihrer Gewichte. Denn es ist nicht zu leugnen, 
dafe die allgemeinen Formeln, durch die verschiedenen eingefBhrten 
Httlfsgröfsen, den Schein einer so grofsen Verwickelung haben, 
daTs wenn es wirklich nöthig wäre, diesen Formeln stets Schritt 
für Schritt' folgen zu müssen^ die Ausf&hrung der Rechnung sehr 
ermüdend sein würde». Allein es wird sich hoffentlich im Folgenden 
zeigen, dafs bei gehöriger Anordnung der einzelnen Theile es 
niemals nöthig sein wird, auch bei der weitläuftigsten Rechnung 
dieser Art einen Blick auf die Bedeutung der Buchstabenwerthe 
zu werfen. Man kann ganz allgemein für alle Fälle von Anfang 
an eine feste Vorschrift sich machen, welche niemals einer Zwei- 
deutigkeit unterworfen ist, und zugleich den Vorzug einer strengen 
Prüfung der ganzen Rechnung und jedes einzelnen Theiles gewährt. 

Die Berechnung theilt sich zuerst in die Entwickelung der 
ursprünglichen Bedingungsgleichungen und die dazu gehörige Be- 
stimmung des Gewichtes einer jeden einzelnen derselben. Hierüber 
lass^i sich weiter keine allgemeinen Vorschriften geben, als in 
Bezug auf die Prüfung der Richtigkeit der Bedingungsgleichungen, 
und auf die zweckmäfsigste Wahl der Werthe für h schon früher 
angerathen worden sind, es müfste denn sein, dafs aus der Natur 
des behandelten Gegenstandes ein specielles Gesetz für die Ooef- 
flcienten hervorginge. Indessen möchte es doch yielleicht nicht 
ganz überflüssig sein daran zu erinnern, wie sehr man an Sicher- 
heit und schneller Ausführung der Rechnung gewinnt, wenn bei 



Digitized by 



Google 



142 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

einer Aufgabe wie diese, wo eine gfröfsere Anzahl ähnlicher Beob- 
achtungen und Bedingungsgleichungen zusammen behandelt werden, 
die Rechnung so tabellarisch eingerichtet wird, dafs jede Beob- 
achtung eine Yerticalcolumne einnimmt, in welcher die horizon- 
talen Zeilen überall die ähnlichen Werthe angeben. Es wird da- 
durch möglich, viele Bedingungsgleichungen zusammen zu be- 
rechnen, nicht jede einzeln, und da meistentheils die Zu- und 
Abnahme der Coefflcienten und der trigonometrischen Functionen, 
die hier eingreifen, nicht sprungweise geht, sondern einen gesetz- 
mäfsigeren Gang hat, den man häufig noch dadurch regelmäfsiger 
machen kann, dafs man die Beobachtungen nicht gerade der Zeit- 
folge nach in der Bechnung berücksichtigt, sondern sie mehr nach 
der Gleichartigkeit der Elemente ordnet, so erspart man theils 
yiele Zeit im Aufschlagen der Logarithmen, theils sichert man sich 
gegen zufällige Fehler in der Gröfse der Werthe und ihrem Zeichen. 
Sind nun die Bedingungsgleichungen in der Form wie sie in (25) 
verstanden worden, jede schon mit ihrem h multiplidrt, gegeben, 
Bo erfordert die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate 
noch folgende Bechnungen: 

I. die Bildung der Summen [an], [bn], [cn] etc. [aa], [ab], [ac] etc. 

bis zu [fß. 
IL die Bildung der Hülfsgröfsen [bn- 1] . . . [fn-b], [bb-l], [bc-l] etc. 

bis zu [/*/*• 5]. 
ni. die Auflösung der aus diesen Hülfsgröfsen gebildeten Glei- 
chungen (40). 
ly. die Bechnungen, welche nach irgend einer der angefahrten 
Methoden zur Eenntniss der Gewichte führen. 
Von diesen vier Theilen hängen die drei letzten nicht von 
4er Anzahl der Bedingungsgleichungen, sondern blofs von der An- 
zahl der unbekannten Gröfsen ab. Da diese letztere meistentheils 
nicht grofs ist, selten die Zahl 6' überschreitet, während die An- 
zahl der Bedingungsgleichungen in das unbestimmte wachsen kann, 
und manchmal über 50, selbst über 100 steigt, so wird der erste 
Tbeil, der zugleich von der Anzahl der unbekannten Gröfsen und 
der Bedingungsgleichungen abhängt, bei weitem den gröfsten Theil 
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der ganzen Arbeit umfassen, und eine Prüfung der Bichtigkeit bei 
seiner Weitläuftigkeit, so wie ebenfalls eine Anordnung um kein 
Prodnct und keine Summe zu übergehen, um so wichtiger werden. 
Das letztere erreicht man am einfachsten, wenn man die Zahlen 
der Bedingungsgleichungen so ordnet: 

Nummer der Beobachtung. 



^ 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


K 


Zahlenwerthe — 


logn 


logn' 


log«" 


log«'" 


logn"^ 


log«^ 


etc. 


Coefftcvon x...a 


log« 


loga' 


loga" 


log«'" 


loga"^ 


loga^ 


etc. 


Coeffic.yon y ...b 


log 6 


log&' 


log 6" 


log 6'" 


log 6'^ 


log 6^ 


etc. 


Coefftcvon e ...c 


logc 


logc' 


logc" 


logc"' 


logc^ 


logc^ 


etc. 


Coeffic. vonw...d 


logd 


logd' 


\ogd" 


logd"' 


log<F 


logcT 


etc. 


Coefftcvon u...e 


löge 


log«' 


löge" 


löge'" 


loge^ 


loge^ 


etc. 


Coefflcvon t...f 


log/' 


logr 


log/" 


log/'" 


\ogr 


logr 


etc. 



Schreibt man sich jetzt zuerst die logw, logn', log n", log w'" etc. 
auf den untern Band eines Papiers, so dafs, wenn man dieses über 
die Tabelle hält, Spalte auf Spalte pafst, und legt das Papier 
zuerst so, dafs der log n über dem log n, log n* über log nf etc. zu 
stehen kommt, so kann man mit Leichtigkeit, besonders da die 
Logarithmen nur fünf Stellen enthalten, die beiden übereinander- 
stehenden Logarithmen jedesmal im Kopf addiren, und die zu der 
Summe gehörige Zahl sogleich aufsuchen und hinschreiben. Diese 
Zahlen vertical untereinander gesetzt und addirt geben das Pro- 
duct \nn\ Schiebt man dann das Papier eine Zeile tiefer, so 
dafs log n über log a, log n' über log a' etc. zu stehen kommt, so 
erhält man auf dieselbe Weise das Product \an\\ und wenn man 
so fortfährt, nach einander \bn\, [cn\, \dn\, \en\, \fn\, womit die 
Multiplicationen von n beendigt sind. Man schreibt sich jetzt 
wieder auf den untern Band eines Papiers die log a, log a* etc., 
fangt mit diesen bei der Zeile log a, log a* etc. an und erhält bei 
successivem Herabrücken die Producte \aa\y [aJ], [ac], \ad\, \ae\ 
[af]. Hiermit schliefsen die Multiplicationen mit a. Es folgt dann 
die Zeile log 6, log V etc., die zuerst mit sich selbst multiplicirt, 
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und nachher mit den unter ihr stehenden, die Prodacte [bb], [bc], 
[bdl [be], [bß giebt. Die beständige Fortsetzung der nämlichen 
Operationen f&hrt zuletzt auf [fß, womit die Rechnung schlieiBt 

Möge es erlaubt sein, hier ein paar kleine practische Bemer- 
kungen hinzuzufSgen. Das Aufschlagen der Logarithmen und die 
Begelmäfsigkeit des Schreibens der Zahlen, was so wesentlich zur 
Vermeidung von Fehlern beiträgt, wird beträchtlich erleichtert, 
wmn man sich gewöhnt, bei zwei Logarithmen, die zu einander 
addirt oder von einander subtrahirt werden, die Addition und 
Subtraction von der Linken zur Rechten (nicht wie gewöhnlich 
von der Rechten zur Linken) zu machen. Man erhält dadurch 
zuerst die Zahlen, welche das Aufschlagen leiten müssen, ohne 
(bei siebenstelligen Logarithmen) das Gedächtnifs mit den letzten 
Ziffern zu beschweren, und fSr die kleine Aufmerksamkeit, ob 
man eine Einheit mehr oder weniger nehmen müsse der folgenden 
Stellen wegen, erlangt man die nöthigeUebung fast augenblicklich, 
so lange nur zwei Reihen yon Zahlen miteinander zu yerbinden 
sind. Sollte die Summe oder Differenz wirklich hingeschrieben 
werden müssen, so ist unsere Gewohnheit zu schreiben dieser Art 
der Verbindung ebenfalls günstiger. 

Für das Zeichen der Zahlen, deren Logarithmen man vor sich 
hat, scheint eben so die Art, welche Gaufs in der Theoria motiis 
eingeführt hat, hinter dem Logarithmen einer negativen Zahl ein 
kleines n zu setzen, Vorzüge zu haben vor der andern Methode, 
ein Minus- oder Pluszeichen Tor oder hinter zu setzen, weil durch 
das letztere nur allzuleicht Verwechselungen der Logarithmen mit 
den Zahlen herbeigeführt werden können. Eine gerade Anzahl 
der n vernichtet sie in der Verbindung mehrerer Logarithmen, 
eine ungerade läfst ein n hinzufügen. 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, eine bequeme Prüfungsrechnung 
mit diesem weitläuftigsten Theile zu verbinden. Zu diesem Zwecke 
scheint es am einfachsten, in jeder Bedingungsgleichung die al- 
gebraische Summe aller Coefficienten der unbekannten Gröfsen zu 
nehmen, so daijs 
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a'-f-i'-f-c' + d'4-e' + /' = s' etc. 

und diese neaen Gröfsen 5, s', 8^* etc. gleichsam als Coefficienten 
einer siebenten unbekannten Gröfse zu den übrigen Gliedern noch 
hinzuzusetzen, und völlig auf dieselbe Weise mit der Bildung 
der Summen bei ihnen zu verfahren wie bei den andern. Es 
kommt folglich zu dem obigen Schema noch die neue Zeile hinzu: 

Summen-Coeff. s | logs | logs' | logs" | logs"' | logs^ | logs^ | etc. 

und die Verbindungen dieser Logarithmen mit den darüber stehen- 
den log n, log a, log b u. s. w. werden auf dieselbe Weise gleich- 
zeitig mit den andern gebildet. Aus dem Werthe von «, a' etc. 
folgt, dafs 

an +in +cw -hdn -hen -i-fn =sn 
a'w' + 6'w' -f- c'w' + d'n' + e'n' + fn* = s'n' etc. 

also auch: 

[an] + [bn] + [cn] -f- [dn] + [en] + [fn] = [sn] 
[aa] + [ab] -f- [ac] •+- [ad] + [ae] + [aß = [as] 
[ab]-h[bb]-h[bc]-h[bd]'h[be] + [bf]^[bs] 

[ac] + [6 c] + [cc] -f- [cd] -f- [ce] + [cß = [es] 

[ad] + [bd] -f- [cef] + [dd] + [de] + [dß = [ds] 

[ae] + [ö e] + [ce] -f- [de] + [ee] -f- [e/] = [es] 
[an + [bß + [^n + [dn + [eß + [m = [fs]. 

Auf diese Weise werden durch die Bildung von sieben neuen 
Summen alle übrigen, mit Ausnahme von [nn]^ um so sicherer ge- 
prüft, als die meisten derselben zweimal in zwei verschiedenen 
Summirungen vorkommen. Allgemein, wenn i die Anzahl der Un- 
bekannten ist, so prüft man durch {i + 1) neue Summen die Bich- 

i(i-h3) 



tigkeit der übrigen, an der Zahl 



1.2 



Auch ist der Ort des 



Fehlers, wenn nach der Bildung von [sn], [as] etc. eine Verschie- 
denheit sich zeigen sollte, sehr leicht zu entdecken, weil nach der 
Anordnung der Bechnung und der Bedeutung von s, die Summe 
aller Glieder, unter den Gröfsen an^ aa^ ab etc., welche in einer 

£ncke*i AbhandL n. 20 
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horizontalen Reihe, bevor sie zosammenaddirt sind, stehen, gleich 
ist dem Gliede von sn, as etc. was auf der gleichen Zeile berechnet 
worden ist. 

Man würde auch [nn] prüfen können, wenn man in den Aus- 
druck von s, s' etc. die Glieder w, n' etc. hätte einschliefsen wollen. 
Allein diese Zusammensetzung ist der Schärfe der Prüfung nicht 
vortheilhaft, welche man überhaupt durch eine leichte Aenderung 
in der Gröfse der Coefficienten, jedesmal wo es nöthig sein sollte, 
so viel als möglich zu erhöhen suchen sollte. Wenn nämlich einige 
Coefficienten z. B. die a oder die Coefficienten von x, sehr viel 
gröfser sind als die übrigen, so wird man zwar durch [aa], die 
Richtigkeit der aus a gebildeten Summen ganz so scharf prüfen 
können als die Rechnung es verlangt, allein für die andern, nicht 
aus a gebildeten Summen, [66], [bc], [cc] etc. werden die Prüfungs- 
summen [6s], [es] etc. nicht dieselbe Sicherheit bis auf die Deci- 
malstellen, die man bei ihnen noch verbürgt zu sehen wünschen 
könnte, gewähren, weil in jeder derselben eine aus a gebildete 
Summe vorkommt, welche wegen der überwiegenden Gröfse der 
Coefficienten nicht die letzten Decimalen als gültig anzusehen er- 
laubt. Es ist deswegen vortheilhaft dahin zu trachten, dafs alle 
Coefficienten möglichst gleich hohe Werthe, abgesehen von ihren 
Zeichen, haben. Hierzu aber steht es uns frei, statt x z. B. zu 
berechnen, irgend ein Multiplum oder einen aliquoten Theil des- 
selben als unbekannte Gröfse zu betrachten, oder zu schreiben: 

statt ax — (mx) 

a'x — (mx) etc. 

wo m eine beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene 
Zahl sein kann. Rechnet man dann mit den neuen Coefficienten 

, , etc., so findet man den numerischen Werth und das 

m m m 

Gewicht von mx, und wird jenen durch m zu dividiren, dieses 

mit m^ zu multipliciren haben, um Werth und Gewicht von x allein 
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ZU erhalten. Wenn man mit einiger Umsicht dieses Hälfsmittel 
gleich bei der ersten Bildung der Bedingungsgleichungen anwendet, 
und überhaupt, je gröfser die Anzahl der unbekannten Gröfsen ist, 
um so strenger die bekannten Vorsichtsmaafsregeln befolgt, für 
die positiven und negativen Producte besondere Rubriken zu 
machen, die Prflfungssummen nicht blofs zuletzt, sondern in ge- 
wissen Abschnitten, je nach 15 oder 20 Gleichungen zu bilden u. s.w., 
so wird die völlige Sicherheit, die Ordnung, die in dem ganzen 
Verfahren herrscht, und die Symmetrie desselben erlauben, die 
Bechnung abzubrechen und wieder aufzunehmen ganz nach der 
Bequemlichkeit, und einzelne günstige Momente zu benutzen, wenn 
yielleicht ein zu anhaltendes Verweilen ermüden sollte. Es ist 
mir nie rathsam erschienen, und fast möchte ich glauben, es sei 
in der Regel nicht kürzer oder überhaupt vortheilhaf t , wie es 
manchmal vorgeschlagen wird, sowohl bei diesem als bei den fol- 
genden Theilen gewissermaafsen indirect zu verfahren; zuerst 
vielleicht kleine Gröfsen zu vernachlässigen, oder bei einer 
gröfseren Anzahl von Unbekannten erst nur eine Klasse derselben 
vorzunehmen, und den Einflufs der andern als völlig verschwin- 
dend zu betrachten, um weniger Summen zu bilden zu haben; 
nachher dann die hier vernachläfsigten wieder allein zu behandeln, 
und mit jedesmaliger Substitution der erhaltenen Werthe ab- 
wechselnd von der einen Klasse zur andern überzugehen. Häufig 
setzt man sich dabei der Gefahr aus, durch irrige Schätzung der 
verschiedenen Ordnungen in Hinsicht auf die Gröfse des Einflusses, 
der Wahrheit sich nur bis zu einer gewissen Grenze zu nähern, 
und wenn diese erreicht ist, entweder gar nicht weiter zu kommen, 
oder selbst von dem wahren Ziele sich zu entfernen. Man hat 
nie die Befriedigung, das ganz scharfe Resultat kennen zu lernen, 
während es doch nur erforderlich ist, mit fester Ruhe die erste 
Anlage gehörig zu entwerfen, und ohne Uebereilung den sicheren 
Weg, der niemals irre leiten kann, mit der gehörigen Ausdauer 
zu verfolgen. Die gröfsere Schnelligkeit, mit der man jedesmal 
rechnen wird, wenn man weifs, dafs eine ganz sichere Prüfung 

10* 
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stattfindet, ersetzt in jedem Falle reichlich den Zeitaufwand, dei» 
die Bildung der Summen s, s*, $** etc. erfordert. Bei der kleinstem 
wie bei der gröfsten Ausdehnung der Arbeit habe ich sie jedesmal 
Yortheilhaft gefunden. 

Auf die Bildung der Summen [an], [bn] etc. folgt dann zweitens 
die Berechnung der Hülfsgröfsen [&n-l] bis zu Iff-^l Betrachtet 
man die Form dieser sämmtlicben Hülfsgröfsen, so ergiebt sich 
sehr bald das einfache Gesetz, nach welchem sie eine aus der anr 
dem entstehen. Alle Gröfsen, die die Zahl 1 in der Klammer 
führen, und den Buchstaben b, werden gebildet durch die Differenz 
zwischen der gleiche Buchstaben enthaltenden Klammer ohne Zahl^ 

und einem Producte, dessen einer Factor 4 — t bei allen der näm- 

[aaj 

liehe ist, während der andere successive die Verbindungen des 
Buchstaben b mit den s&mmtlichen anderQ enthält. Dasselbe findet 
bei c, d, e, f, n statt. Die Hülfsgröfsen, welche die Zahl 2 in der 
Klammer führen, entstehen aus denen mit 1 versehenen auf ganz, 
ähnliche Art. Das folgende Schema wird deshalb von selbst ver- 
ständlich sein. 

Zuerst schreibt man in einer horizontalen Linie neben einander r 

[aa] [ab] [ac] [ad] [ae] [af] [as] [an], 

und darunter ihre Logarithmen. 

Unter diesen Logarithmen kommen die Gröfsen zu stehen: 

[bb] [bc] [bd] [be] [bf] [bs] [bnl 
so dais vorne eine Stelle eingerückt ist. Man nimmt dann^ 

r „ TT 

den Logarithmen von 4 — t"5 ^ddirt ihn successive zu den Loga- 

rithmen von [ab], [ac] etc. bis [an], d. h. zu allen Logarithmen,, 
die auf der rechten Seite des Zählers dieses Bruches stehen, den 
Zähler selbst mit eingeschlossen, und [setzt die zu dieser Summe 
der beiden Logarithmen gehörige Zahl unter die in gleicher Yerti- 
cale stehenden Werthe, oder das Product 
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-[^.[a6] unter [J6] • 
J|J- • [ac] unter [bc] 

V/1 hl 

li • [ad] unter [bd] etc. 

2ieht man dann die beiden Zeilen von einander ab, so erhält man: 
[&&.1] . [6c-l] . [6d.l] . [5e.l] • [bf-l] • [bs-l] • [ftw-l] 

Ton diesen setzt man wieder die Logarithmen unter jede Zahl. 
Jetzt folgt die Beihe der Werthe 

[cc] [cd] [ce] [cf] [es] [cn] 

^egen die h um eine Stelle vorne, gegen die a um zwei Stellen 
eingerückt. Die erste Linie unter diesen wird gebildet durch die 
Producte 

[ac] r 1 [ac] r r. [ac] ^ i [ac] ^ „ [ac] ^ ^ [ac] ^ ^ 
-? — f [»4 -f— f [»fl; 4 — T [ae], -f — f [af]y -^ — f [«4 -7— f [»w]- 

[ad] ^ ^' [aa] ^ ^' [aa] ^ ^' [aa] *- '■■' [aa] ^ •" [ad] ^ ^ 

Beider Zeilen Differenz giebt [cc • 1] [cd . 1] [ce- 1] [cf* 1] [es • 1] [cn- 1]. 
Man schreibt sie hin, und setzt unter dieselbe die ganz auf ähn- 
liche Weise gebildeten Producte 

^[»«•11 ^i^^n ff^Peii flilitv-i] ^. 

Diese, von neuem abgezogen, geben die Gröfsen 

[cc'2] [cd'2] [ce'2] [cf*2] [c8'2] [cn.2] 
von denen man die Logarithmen ansetzt« 

Die folgende Reihe [dd] [de] [dß [d$] [dn] wird wiederum 
gegen die c um eine Stelle vorne eingerflckt, und hat unmittelbar 

unter sich die Gröfsen -j: — 1- [ad], p j [ae] etc. Von beiden wird 
die Differenz gebildet. Diese Differenz bekommt unter jedem 
Werthe die Producte L. * j [6d-l]; L,*J [be*l]... etc. und auf 
die ausgeschriebene Differenz dieser beiden Zeilen folgt die Zeile 



Digitized by VjOOQIC 



150 Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 

Ted «21 Ted '21 

j — -^f [^^'2]? T — ;öf^^'2] etc. Die ausgeschriebene Differenz 

dieser letzten beiden Zeilen giebt die Gröfsen [dd-S] [de -3] 
[df-S] etc., von denen man mederum die Logarithmen ansetzt. 
So setzt sich das treppenförmige Schema weiter fort. Den Gröfsen 
[cc-2]etc. gehen zwei, den Gröfsen [dd- 3] drei, den Gröfsen [ee- 4] 
vier Subtractionen voran, und von jeder Zeile, welche bei b die 
Zahl 1, bei c die Zahl 2, bei d die >Zahl 3, überhaupt bei dem 
m^ Buchstaben die Zahl {m — 1) in der Klammer hat, werden 
auch die Logarithmen hingeschrieben. 

Auch diese Rechnung hat vermöge der s ihre strenge ControUe. 

Denn da 

[as] = [aa] + [ab] + [ac] -+- [ad] + [ae] + [a/*], 
und 

[b8] = [ab]-h[bb]-{'[bc]-\-[bd]^[be]-\-[bfl 

so wird 



^[bb] 



[bs.l] = [is]—^j.[as] 




E"^3 [ai] + U>c] [^^] [ac] + [bd] 


- f"j ^'^ 


+ ü>e]--^[ae] + [bn- 


■ [:;] («n 


l] + [bc-l] + [bd'l] + [be-l] + [bf-ll 





und ganz dasselbe Verhalten findet bei allen folgenden Hülfsgröfsen 
statt, so dafs zuletzt 

{fs'5] = [ff'bl [5w.5] = [/^n.5] 
werden mufs. 

Der leichtem üebersicht wegen möge der Anfang des Schemas, 
so viel der Druck verstattet, hier folgen. 

[aa], [ab], [ac], [ad], [ae], [af], [as], [an] 
log log log log log log log log 
[bb] [bc] [bd] [be] [bf] [bs] [bn] 



Fact. 



ML 
[aa] 



[66. 1] [6c. 1] [bd'l] [be-l] [bf-l] [6s. 1] [bn-l] 
log log log log log log log 
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[cc] [cd] [ce] [cf] [es] [cn] 






[cc-1] [cd-1] [ce-1] [cf-1] [cs-1] [cn-1] 

pacti^^^ 

[cc-2] [cd-2] [ce-2] [cf-2] [cs-2] [cn-2] 

log log log log log log 

[dd] [de\ [df] [ds] [dn] 

Fact-M. 

[aa] 

[dd'l] [de-l] [df-1] [ds-1] [dnl] 

^^^' [66.1] ■ 

[dd-2] [de. 2] [df.2] [ds'2] [dn.2] 

Fact.1^ 

[cc-2] 

[dd-S] [de -3] [df-S] [ds-3] [dn-S] 
log log log log log 
[ee] [ef] [es] [en] 
Fact-M. .^_^^^__^_^^_ 

[ee-1] [ef'l] [es-l] [en-l] 
Facti*^:ii 

[ee-2] [ef'2] [es -2] [c»-2] 
[ce»2] 



[ee-3] [ef'S] [es -3] [e«-3] 



[ee.4] [ef'4] [es -4] [e«.4] 
log log log log 
[ff] [fs] [fn] 
Fact.-f^ . 

[au] : 

[ff.l] [fs-l] [fn-1] 

--^m 

[ff -2] [f8-2] [fn.2] 
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Fact-f^qi .^^^^^_,^^^_,^^ 

[cc'2] 

[ff'd] [fs-S] [fn-S] 

"^^ , . ..^,,,_,,,,,^ 

\ff.i] [fs-t\ [fn-4] 

T^M^. 

[ff.b] [fs.b] \fn.b] 
log log log 

Es fehlen dann nur noch die beiden Gattungen von Hfllfsgröfsen, 
welche ans [sn] und [nn] entstehen, von welchen die ersten zur 
Controlle der [6w«l] [cn«l] etc. fcw«2] [dn«2] etc. dienen, die an- 
dern zuletzt den mittleren Fehler ermitteln lassen. Bei diesen 

beiden treten andere Factoren ein, nftmlich 4 — ^, L \\ etc., 

[aaj [on • IJ 

so dafs man diese beiden besonders berechnen kann, und der Sym- 
metrie wegen die Gröfsen [sn] und [nn] in dieselbe horizontale 
Linie mit [fß [fs] \fn] bringen. Für sie wird folglich, wenn man 
als zweite Factoren bei den Prodtccten, welche stets abgezogen 
werden, immer die beiden letzten Logarithmen einer jeden £eihe 
von Logarithmen versteht, das Schema so sich stellen: 



PactJ^ 



[sn] [nn] 



[sn-1] [nn-l] 

[8«»2] [nn'2] 

Facti^ _^_^,^.... 

[cc-2] ^ — 

[sw«3] [nw'3] 

Jdn^SL 

**"• [dd'S] 

[sM'4] [nn«4] 
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Fact. 



[«n-4] 




[ee.4] 

• 

Ifn-b] 




[sn-5] [nn-ö] 


ry/.fii 





Fact. 

[nn.6] 

Hierdurch ist alles controllii*t. Jede Summe, welche s ent- 
hält, ist gleich der Summe der links neben ihr auf gleicher Linie 
stehenden, und der in verticalem Sinne über dem letzten linken 
Gliede sich befindenden Gröfsen derselben Ordnung. So z. B. wird 

[es.4] = [6/^.4] -f-[ee-4] 

[es. 2] = [ef'2] + [ee'2] + [de.2] -f- [<?e.2] 

u. s. w., für die Glieder, welche n enthalten, geben die Glieder 
mit sn die gehörige ControUe. Die einzige Beihe von [nn] bis 
[nn-6] bleibt ohne Prüfung. Indessen dient diese theils nur zur 
Ermittelung der Schätzung f&r den wahrscheinlichen Fehler, auf 
die Werthe der Unbekannten ist sie ganz ohne Einflufs, theils 
fehlt bei ihnen eine und vielleicht die häufigste Quelle der Bech- 
nungsfehler, nämlich der Zeichenwechsel. Alle hier vorkommenden 
Zahlen sind ihrer Natur nach nothwendig positiv. 

Wenn auch bei den Bedingungsgleichungen und den Sum- 
mationen nur Logarithmen von fünf Decimalen angewandt sind, so 
scheint es bei dieser Elimination, wo in der Regel gröfsere Zahlen 
vorkommen, rathsam, mehr Decimalen, sechs oder sieben, zu ge- 
brauchen. Häufig vermindern sich die anfänglich beträchtlichen 
Summen [an] [aa] etc. in den Hülfsgröfsen so sehr, dafs wenn auch 
die letzten Decimalstellen immer unsicher bleiben, es doch wfln- 
schenswerth wird, sie wenigstens so zu kennen, wie sie der früheren 
Rechnung entsprechen. Aus eben diesem Grunde iQöchte es auch 
zweckmäfsig sein, bei [as] [ba] etc. nicht die Werthe anzusetzen, 
welche die unmittelbare Berechnung ergeben hat, sondern die, welche 
den Summen [aa] + [ab] •+■ [ac] + [ad\ -f- [ae] + [aß für [as], und 
ähnlich für die andern Hülfsgröfsen, genau entsprechen. Man wird 
dann die schärfste Prüfung bei den abgeleiteten Hülfsgröfsen haben. 
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Das nächste Geschäft ist jetzt drittens, aus den Endgleichungen 
(40) die Werthe von xy z etc. zu berechnen. Die Endgleichungen 
selbst sind schon vollständig ausgeschrieben in dem obigen Schema 
enthalten, ps gind alle die Zeilen, deren Logarithmen angesetzt 
worden sind; nur mit dem Unterschiede von (40) in Hinsicht auf 
die Form, dafs durch die Coefficienten von x y z etc. oder die 
Gröfsen [aa\ [66-1], [cc-2], noch nicht dividirt ist. Fängt man 
also hier bei der letzten Gleichung an, und nimmt die Differenz 
der Logarithmen von |/n-5] und [/'/*• 5], und zwar mit entgegen- 
gesetztem Zeichen, so hat man den Werth von t. Schreibt man 
sich diesen auf den untern Rand eines Papiers an der rechten 
Seite, so dafs linker Hand noch Raum zu mehreren Logarithmen 
ist, und hält diesen Werth über [ef- 4], so wird die der Summe 
beider Logarithmen entsprechende Zahl zu [ew-4] addirt werden 
müssen. Die Differenz der Logarithmen dieser letzten Summe 
und des log [6^*4], und zwar mit entgegengesetztem Zeichen ge- 
nommen, giebt den Werth von t*. Dieser linker Hand neben dem 
log t auf den untern Rand des Papiers geschrieben, und beide 
dann über [d!/'-3] und [de -3] gehalten, geben Zahlen, die zu[dw-3] 
addirt werden müssen, um durch [de?- 3] dividirt den Werth von«; 
zu geben, wobei immer das Zeichen entgegengesetzt genommen 
werden mufs. Die Operation setzt sich auf diese Weise ganz 
mechanisch fort, bis zu dem Werthe von x. Bei x müssen sechs 
Zahlen addirt werden, bei y fünf, bei z vier, bis zu t herunter, 
wo keine Addition vorkommt. Der bequemste Raum zu der Hin- 
setzung der zu addirenden Zahlen findet sich unter [aa\ [&J-1], 
[ce?'2], [dd«3], [ee«4], wodurch alles leicht übersichtlich wird. 

Es wird häufig nicht nöthig sein, für diese Operation (bei der 
blofs auf die Vertanschung der Zeichen bei der letzten Division 
für jeden Werth einige Aufmerksamkeit zu richten ist) eine be- 
sondere Prüfung zu haben. Meistentheils giebt die Rechnung für 
die Gewichte sie. Will man sie aber doch haben, so bilde man 
durch unmittelbare Addition, welche sich der Anordnung nach leicht 
ausführen läfjst, die Gleichung: 
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[aa] X'h{[ab]-h [bb-l] yy 

-h { [ac] + [6c.l] + [cc.2] }2' 

+ {[aefj + [bd'l] + [cd'2] + [dd-S] }w 

+ { [ae] + [6e-l] -f- [ce-2] + [cüe-3] + [ce.4] }m 

+ [an] + [bn-l] + [cn'2] + [dn-S] + [en.4] + [/n-ö] = 

welcher durch die gefundenen Werthe von xy zw ut genau genug 
gethan werden mufs. Sollte hier ein Fehler entdeckt werden, so 
wird man leicht durch die Addition der einzelnen Producte, die 
schon berechnet vorliegen, den Ort des Fehlers entdecken. 

Endlich kommt viertens die Berechnung der Gewichte. Diese 
wird sich ändern, je nachdem man die eine oder die andere der 
vorgeschlagenen Methoden vorzieht. Mir ist es am bequemsten vor- 
gekommen, jedesmal einmal vollständig die Ordnung der Unbe- 
kannten umzukehren, also mit Bezug auf das obige Schema eine 
zweite Rechnung auszuführen nach der Form: 

im ieüidf] [cf] [bf] [an VfB] [fn] 

[ee\ [de] [ce] \be] [ae] [es] [en] 

[dd] [cd] [bd] [ad:] [ds] [dn] 

[cc] \bc] [ac] [es] [cn] 

[bb] [ab] [bs] [bn] 

[aa] [as] [an] [sn] [nn]. 

Hierdurch werden die numerischen Werthe ivx xy z etc., wie 
man sie aus der vorigen Rechnung erhalten hat, vollständig con- 
troUirt, weil x hier zuletzt erscheint, und der auf diese Weise un- 
mittelbar erhaltene Werth übereinstimmen mufs mit dem durch die 
snccessiven Substitutionen erhaltenen. Femer hat man durch die 
doppelte Rechnung die Gewichte von vier Unbekannten sogleich, 
nämlich: 

[ff'b] für^ [aa-5] fttra; 
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Für die in der Mitte liegenden Unbekannten bildet man jetzt noch 
die Ableitungen: 

[aa.41, = [aa.3] — [||l^ [aJ.3] 
so wird für das Gewicht von w der Werth: 

^^^'^^ • U^W IfMÜ 

nnd für das Gewicht von e der Werth: 

[bb'4] [aa-ö] 



[cc.3] 



[66-3] [aa.4]ö 

gefanden. Oder man geht in den beiden Entwicklangen bis za der 
in oder nächst der Mitte liegenden unbekannten zurück, und rechnet 
nach dem Schema: 

[ff'S][ef'3][df.S][fs.i][fn.^] 
[ee-S] [de. 3] [es-S] [en-S] 

[dd'3] [ds'S] [Än.3] [sw.3] [nn^S] 

[aa-S] [ab'S] [ac-S] [as-d] [aw.3] 

[6&.3] [6c. 3] [bs'S] [bn-S] 

[cc.3] [es 'S] [cw.3] 

in welchem letzteren Falle es manchmal angenehm ist, die Gröfsen, 
welche n enthalten, mitzunehmen, wenn gleich sie nicht nöthig 
thun zur Bestimmung der Gewichte, um bei der unbedeutenden 
Vermehrung der Arbeit, zugleich noch eine directe Bestimmung 
des numerischen Werthes von z und w zu haben, üebrigens wird 
in der Regel dieser letztere Werth ungenauer ausfallen, als der 
in der früheren Ableitung, weil der Divisor hier jedenfalls kleiner 
ist. Dagegen gestattet eine solche Durchführung der Rechnung, 
ohne alle Mühe sich die Anordnung auszuwählen, welche der Ge- 
nauigkeit am entsprechendsten zu sein scheint, so dafs wenn viel- 
leicht das Gewicht einer der Unbekannten gar zu klein ausfällt, 
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man um nicht die anderen Werthe dadurch unsicherer zu machen, 
eine solche entweder ganz vernachlässigen, oder sie doch zur letzten 
machen kann, und die anderen als Functionen derselben darstellen. 
Die Rechnung hierfür, oder die Berechnung Ä^, F' etc., ist ganz 
einfach darin enthalten, dafs man für ein unsicheres t z. B., als 
die Theile der verschiedenen Glieder des Endresultats, nicht blofs 
die reinen Zahlenwerthe [ew-4] [dn-S] [cn.2] [6w-l] \an\ ansieht, 
sondern die combinirten Glieder: 

[e/'-4]4-[ew.4] 

[df'^ + [dn'^ 

[cf.2] + [cw.2] 

[6/.l] + [6w.l] 

[ajf] 4- [an\ 

und dem aus den ersten, f in sich begreifenden, Gliedern abge- 
leiteten Coefflcienten, den Factor t hinzufügt. Es verursacht dieses 
durchaus keine gröfsere Mühe als die numerische Substitution. 

Ein vollständig durchgeführtes Bechnungsbefspiel für sechs 
unbekannte Gröfsen wird sich des Druckes wegen hier nicht geben 
lassen. Indessen wird auch eine geringere Anzahl bei der sym- 
metrischen Form der Entwicklungen den Gang vollkommen deut- 
lich erkennen lassen. Ich füge deshalb hier die Ausführung der 
Rechnung mit dem ganzen Detail für die vier Gleichungen bei, 
welche Gaufs in seiner Theoria motus §. 184. als ein solches Bei- 
spiel gegeben hat. 

Die Bedingungsgleichungen sind hier: 

x— y4-25?= 3 
3a; + 2j^ — 52?= 5 
4a; 4- y-h4cz = 21 
— 2a; + 6y4-6;s' = 28. 

Die drei ersten haben das Gewicht 1, die letzte das Gewicht i; 
so dafs die ersten unverändert beizubehalten sind, die letzte mit ^ 
zu multipliciren. Hiemach wird das System der Bedingungsglei- 
chungen: 
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X— y + 2z— 3 = v 
5x + 2y — öz— b = v' 
4a; + y + ^e — 21 = v" 
— a; + 3 j^ + 3^ — 14 = v'" 

Obgleich die CoeMcienten hier so einfach sind, dafs man die Mnl- 
tiplicationen ohne Logaritiimen aasführen kann, so werde ich doch 
die Form der Berechnung dafür einrichten. 

Zuerst wird für die verschiedenen s gefunden 
+ 2, 0, 4-9, +5, 
und damit wird die ganze Zusammenstellung: 



log n 

log Coeff. X , 

r, y 

log 



0,47712» 

0,00000 

0,00000„ 

0,30103 

0,30103 



0,69897„ 
0,47712 
0,30103 
0,69897„ 



1,32222» 

0,60206 

0,00000 

0,60206 

0,95424 



1,14613» 

0,00000» 

0,47712 

0,47712 

0,69897 



[wn] 


[o«] 


1 


[hn\ 


[cn\ 


[sn\ 


[aa\ 


[ah] 


+ 


+ 


— 


+ 


— 


+ 




+ 


— 


+ 


+ 


— 


9,0 




3,0 


3,0 






6,0 




6,0 


1,0 




1,0 


25,0 




15,0 




10,0 


25,0 




0,0 




9,0 


6,0 




441,0 




84,0 




21,0 




84,0 




189,0 


•16,0 


4,0 




196,0 


14,0 






42,0 




42,0 




70,0 


1,0 




3,0 


671,0 


14,0 


102,0 


3,0 


73,0 


25,0 


132,0 


0,0 


265,0 


+ 27,0 


10,0 


4,0 




— 


88,0 




■70,0 


- 107,0 


-265,0 




+ 6 


,0 


[ac\ 


[««] 


[bh] 


[6c] 


[bs\ 


[cc\ 


[CS] 


+ 


— 


+ 


— 


+ 


+ 


— 


+ 


— 


+ 


+ 


— 


2,0 




2,0 




1,0 




2,0 




2,0 


4,0 


4,0 






15,0 




0,0 


4,0 




10,0 


0,0 




23,0 




0,0 


16,0 




36,0 




1,0 


4,0 




9,0 




16,0 


36,0 






3,0 




5,0 


9,0 


9,0 




15,0 




9,0 


15,0 




18,0 


18,0 


38,0 


5,0 


+ 15,0 


1S,0 


12,0 


24,0 


2,0 


'+54,0 


55,0 


0,0 


0, 





+ 3E 


5,0 




+ 


1,0 


+ 


22,0 




+ 5 


5,0 
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[aa] [ab] [ac] [as] 


[an] 


+ 27,000 + 6,000 + 0,000 + 33,000 ■ 


- 88,000 


1,43136 0,77815 oo 1,51851 


1,94448» 


-88,000 




0,000 [bb] [bc] [bs] 


[bn] 


+ 21,305 + 15,000 + 1,000 + 22,000 


- 70,000 


-66,695 + • 1,333 0,000 + 7,333 


- 19,556 


1,82410« + 13,667 + 1,000 + 14,667 


50,444 


log « = 0,39274 1,13567 0,00000 1,16633 


1,70281„ 



[cc] [es] ■ [cn] [sn] [nn] 

-50,444+54,000+55,000-107,000-265,000 671,000 
+ 1,916 0,000 0,000 0,000-107,555-286,815 

1,68599„ +54,000 +55,000 -107,000 -157,445 +384,185 

log y = 0,55033 + 0,073 + 1,073 - 3,691 - 54,135 +186,189 

+53,927 +53,927 -103,309 -103,310 +197,996 
1,73181 2,Ö1414„ +197,909 

log z = 0,28233 [nn • 3] =0,087 
und die Rechnung für die Gewichte wird: 

[bb] [bc] [cc] 

+ 15,000 +1,000 +54,000 lbg[&6.1] 1,13566 log[cc.2] 1,73181 
1,17609 0,0000 0,067 \og[bb] 1,17609 log[cc-l] 1,73239 

+ 53,933 log [ccl]» 1,73185 

1,43136 1,13566 1,73181 

9,95957 9,99942 log. Gew. v. z 

9,99996 1,13508 



1,39089 log. Gew. v. y. 

log. Gew. V. X. 

Auch wird die folgende Prüfungsgleichung erfüllt 

27,000 X + 19,667 y + 54,927 z - 241,753 == 
so dafs das Endresultat wird: 
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a: = 4-2,4702 Gewicht .... 24,597 

y = -f. 3,5508 13,648 

« = +1,9157 , ....53,928. 

Zum völligen Schlafs und zur deutlichen Erkennung der Ver- 
theilung der Fehler, kann man nun noch die Werthe von x, y, z^ 
in die Bedingungsgleichungen substituiren, und die Summe der 
Quadrate der übrig bleibenden Fehler bilden,' welche, wenn sie 
mit [nn*6] übereinstimmt, die letzte Prüfung darbietet Wollte 
man, wenn die Anzahl der Bedingungsgleichungen sehr grofs istt 
für diese Substitutionen eine ControUe haben, so würde man neue 
Summen aus den Coefficienten derselben Unbekannten in den ver- 
schiedenen Bedingungsgleichungen bilden müssen, und etwa 10 
und 10, und 15 und 15 derselben auf diese Art in eine Summen- 
gleichung vereinigen, so dafs wenn 

n 4- w' -h n" -j^n^^^v 

a + a' -f- a" -^-o^^^ks 

6 + 6' +6" + Jio^ey' 

c + c' + c" + c^<> = <r" etc. 

die Prüfungssumme würde 

ax + &y + G^^z + cy'.^w; + (T*^w + ct^^ + v 

welche nach der Substitution der numerischen Werthe von xy z etc. 
zu ihrem Resultate die Summe der wirklich übrig bleibenden Fehler 

V + a/' + v'' -h . . . -f- v^^ 

geben müfste. In dem vorigen Beispiele sind die übrig bleibenden 

Fehler 

-0,25 -0,07 +0,09 -0,07, 

deren Summe der Quadrate 0,080 so weit mit [ww'3] überein- 
stimmt, als die Rechnung mit fünf Decimalen erlaubt. 

Wenn gleich es etwas ungewöhnlich ist, zu einer allgemeinen 
Formel den Schematismus der Rechnung so weitläuftig anzugeben, 
wie hier geschehen ist, so hoffe ich doch, dafs der häufig sehr 
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grofse Umfang der numerischen Ausführung, welcher eben deshalb 
jede noch so kleine Bequemlichkeit um so Wünschenswerther 
macht, den etwas gewagten Versuch, eine Rechnungsmanipulation 
in Worte zu übertragen, entschuldigen wird. 

Auf specielle Verhältnisse der Coefficienten der Bedingungs- 
gleichungen, wie sie z. B. bei einigen Anwendungen der Methode 
der kleinsten Quadrate in der Physik statt finden, wo die Coeffi- 
cienten der Unbekannten xy z etc. aus den Potenzen ganzer Zahlen 
gebildet werden, kann hier nicht eingegangen werden. Die Er- 
leichterung, welche die Bildung der Summen vermittelst der be- 
kannten Summen der Potenzen erhalten kann, wird aufgehoben, 
sobald die regelmäfsige Reihe der Potenzen unterbrochen ist, oder 
die Gewichte der einzelnen Beobachtungen nicht als gleich ange- 
sehen werden dürfen. Eben so scheint auch eine andere Vorschrift 
welche man häufig in einem ebenfalls speciellen Falle giebt, mir 
nicht wesentlich zur Erleichterung der Rechnung beizutragen. 
Wenn nämlich das System der Bedingungsgleichungen so beschaffen 
ist, dafs eine unbekannte Gröfse in allen Gleichungen denselben 
Coefficienten hat (wodurch es gestattet ist, diesen Coefficienten 
gleich 1 zu setzen, weil in diesem Falle nur statt x eine andere 
Variable z. B. ax eingeführt wird, wenn a der constante Coeffi- 
cient von x in allen Bedingungsgleichungen ist), so soll man das 
arithmetische Mittel aus allen Bedingungsgleichungen nehmen, 
dieses arithmetische Mittel von jeder einzelnen Bedingungsglei- 
chung abziehen, wodurch die eine Unbekannte eliminirt wird, und 
mit dem neuen System von Bedingungsgleichungen nach der Me- 
thode der kleinsten Quadrate verfahren. Der Vortheil, den man 
dadurch hat, dafs jetzt die Anzahl der Unbekannten um eine Ein- 
heit vermindert ist, wird durch die Subtraction des arithmetischen 
Mittels von jeder einzelnen Bedingungsgleichung meistentheils 
völlig aufgewogen. Das Verfahren gründet sich darauf, dafs für 
ein System von Bedingungsgleichungen von der Form: 
x + hy -bcz +dw +eu -hft +n =v 
X + Vy + & z + d^w '\- e*u + ft + n* = v^ etc. 

Encke's Abhandl. II. XI 
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die erste Sammengleichang (25), d. h. die Gleichung, welche ffir 

das Minimum der Fehlerquadrate gilt, so fem es von dem Werthe 

von X abhängt, in diesem Falle bei m Bedingungsgleichungen wird: 

mx -I- \b'\y + \c\z + \d\w -^ [e]w + 1/]< 4- [n] « 0, 

woraus der entsprechende Werth von a?, welcher in die übrigen 
Summengleichungen substituirt werden soll, gefunden wird durch: 

mm m m m m 

oder durch das arithmetische Mittel aus allen Bedingungsglei- 
chungen. Es mufs für die übrigen Werthe gleichgültig sein, ob 
man diesen Ausdruck in die einzelnen Bedingungsgleichungen 
selbst durch Subtraction desselben von jeder einzelnen substituirt; 
oder nach der allgemeinen Vorschrift ihn zur Bildung von \bh'\\ 
[Jc-l] etc. benutzt. Uebrigens läfst sich diese Uebereinstimmung 
auch direct leicht übersehen. In dem ersten Falle wird das neue 
System von Bedingungsgleichungen: 

('-^)^-(— SL)-(^-#)»--(«-¥)-o 

etc. etc. 

folglich wird die Summe der Quadrate der Coefficienten von y\ 

*■ -^ m mm 

und die Summe der Producte der Coefficienten zweier verschiedenen 
Variablen: 

^ ^ ^ ^ m ^ ^ m m *--* m 

was vollkommen übereinstimmt mit dem Ausdi'ucke für: 

[6J.l] = [JJ]--i^ ßc.l] = [M- ^ (^\^ 

wenn wie hier der Fall ist [ä6] = [J] und \ad\^m wird. Es ist 
mir immer am bequemsten vorgekommen, auch in diesem Falle von 



Digitized by 



Google 



Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. 163 

der gewöhnlichen allgemeinen Form nicht abzuweichen. Selten 
dürfte es vorkommen, dafs man die Werthe der unbekannten 
Gröfsen, wie sie aus der Behandlung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate sich ergeben, und ihre Gewichte im weiteren 
Verfolg einer analytischen Entwickelung benutzen will. Dann 
freilich wird es gerathen sein, analytische Ausdrücke an die Stelle 
der numerischen Operationen treten zu lassen. 

Ein Fall, der in der Astronomie und Physik sehr häufig vor- 
kommt, die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate bei 
periodischen Functionen, würde vielleicht allein eine specielle Aus- 
führung verdienen wegen der Eleganz und Kürze der Resultate, 
wenn dieser Fall nicht schon häufig behandelt wäre und die un- 
vorhergesehene Länge dieses Aufsatzes nicht Kürze geböte. 

Aufser der bisher allein betrachteten ersten Klasse von Auf- 
gaben, in welcher die Werthe der unbekannten Gröfsen in dem 
Sinne unabhängig von einander sind, dafs jeder numerische Werth, 
den man für die eine als den wahrscheinlichsten gefunden hat, 
sich mit jedem eben so ermittelten numerischen Werthe der an- 
dern verbinden läfst, hat man in der neueren Zeit, namentlich bei 
geodätischen Vermessungen, auch angefangen, die Methode der 
kleinsten Quadrate bei Aufgaben der zweiten Klasse in Anwen- 
dung zu bringen, bei denen diese Unabhängigkeit der End- Werthe 
von einander nicht stattfindet. In einem System von Dreiecken 
werden gewöhnlich mehr Gröfsen unmittelbar durch Beobachtung 
bestimmt, als unumgänglich nothwendig sind, um das ganze System 
und jeden einzelnen Theil desselben finden zu können. So würden 
in jedem einzelnen Dreiecke eine Seite und zwei Winkel, nöthigen- 
falls verbunden mit dem sogenannten sphärischen Excefs, hin- 
reichen, das Dreieck zu bestimmen. Hat man aufserdem noch den 
dritten Winkel so beobachtet, dafs dieser Bestimmung ein gewisses 
Gewicht gegeben werden mufs, so wird die Verbindung dieser 
Beobachtung mit den Beobachtungen der beiden andern Winkel 
nicht mehr gestatten, die beobachteten Werthe geradezu anzuwen- 
den, den ganz unwahrscheinlichen und in der Wirklichkeit niö 

II» 
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eintretenden Fall aasgenommen, in welchem alle drei beobachtetem 
Werthe ganz genau die der Theorie nach erforderliche Summe 
geben sollten. Denn theils ist kein Grund vorhanden, gerade zwei 
der beobachteten Winkel als absolut richtig anzunehmen, und den 
ganzen bei der Summe von allen dreien vorhandenen Fehler einer 
einzigen Beobachtung, der des dritten Winkels, aufzubürden. 
Theils wird, wenn man eine solche ausschliefsliche Wahl zweien 
Winkel treffen wollte, für die Theile des Dreiecks, welche man 
aus den beobachteten Gröfsen berechnen mufs, eine UngewiTsheit 
in ihrer Bestimmung zurttckbleiben, welche auf die Fortsetzung 
der ganzen Dreieckskette Einflufs äufsert Man wird ungewifs 
sein, welchen Werth man der zweiten Seite beilegen soll, ob den 
aus den Winkeln A und -B, oder A und (7, oder B und C folgenden. 
Was hier schon bei einem Dreiecke stattfindet, gilt eben so bei 
dem vollständigen als ein Ganzes betrachteten Netze. Sind immer 
nur die drei Winkel in jedem Dreiecke beobachtet, und hat jedes 
folgende Dreieck nur eine Seite mit einem einzigen der friiheren 
gemein, so finden nur die Bedingungen in Bezug auf die Summe 
der drei Winkel in jedem Dreiecke statt. Kehrt aber die Kette 
nach längeren oder kürzeren Intervallen in sich selbst zurück, sa 
dafs man auf zwei oder mehreren Wegen irgend welche Seite^ 
oder irgend welchen Theil des Netzes aus den beobachteten 
Werthen berechnen kann, so treten noch andere Bedingungen 
hinzu, die von der Betrachtung des Netzes als eines geschlossenen 
Polygons abhängen; besonders wenn man sich bei der Beobachtung 
nicht blofs auf die Winkel jedes Dreiecks in bekannter Reihenfolge 
beschränkt hat, sondern überhaupt an allen Punkten so viele 
Winkel als irgend möglich gemessen, und auf diese Weise zwischen 
mehr als drei Punkten die Möglichkeit ihrer Verbindung zu je 
dreien auf mehrfache Weise sich eröffnet hat. 

Nach der früheren empirischen Behandlung eines solchen 
Dreiecksnetzes, pflegte man mit ziemlicher Willkür aus den beob- 
achteten Daten so viele herauszunehmen, als zur Bestimmung aller 
iier vorkommenden Gröfsen nöthig waren, und die Unter schiede^ 
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welche auf diese Weise bei den übrigen direct beobachteten übrig 
blieben, als eine ungefähre Prüfung der Genauigkeit zu betrachten. 
Eine zweite Prüfung fand man darin, wenn eine und dieselbe 
Gröfse, zu welcher man auf zwei verschiedenen Wegen, durch 
yerschiedene Beihen von Dreiecken, gelangen konnte, nahe gleich 
grofs gefunden ward. Denn da man fast immer ausschliefslich 
das Ganze nur als ein Netz von Dreiecken betrachtete, von denen 
jedes mit dem folgenden eine Seite gemein hat, so vernachlässigte 
man in der Begel alle Bedingungen, welche aus der Betrachtung 
des ganzen Netzes als eines geschlossenen Polygons herrührten, 
und stellte dadurch häufig ein in dem strengsten Sinne unmög- 
liches System von Werthen auf, in welchem, wenn auch die 
Dreiecke, in welchen man zwei Winkel aus den beobachteten ge- 
nommen, und den dritten aus diesen beiden geschlossen hatte, 
möglich waren, doch die aus den so erhaltenen Winkelpunkten 
allgemein zu bildenden Figuren, seien es nun Dreiecke, Vierecke 
oder andere Polygone, nicht mehr den theoretischen Bedingungen 
entsprachen, und folglich auch, je nachdem man die zu ihrer Be- 
stimmung unumgänglich nothwendigen Stücke aus der einen oder 
der andern Bechnung wählte, für die daraus berechneten ver- 
schiedenen Werthe finden liefsen. Man hatte auf diese Weise, 
selbst nach der willkürlichen Wahl unter den beobachteten Winkeln, 
nie die Befriedigung^ von ihnen aus mit vollständiger Sicherheit 
Gröfsen finden zu können, die auf einer zusammengesetzteren Ver- 
bindung der ausgewählten Beobachtungen beruhten, und war selbst 
dann nicht im Stande, den möglichen Irrthum bei diesen Gröfsen 
anzugeben, wenn man auch eine solche Schätzung bei den aus- 
gewählten beobachteten Winkeln versucht haben sollte. 

Es ist übrigens im Voraus zu übersehen, dafs wenn man zu 
einer und derselben Gröfsenbestimmung z. B. einer Dreieckseite, 
auf mehrfachem Wege gelangen kann, und jedesmal etwas ver- 
schiedene Werthe erhält, einer dieser Wege und einer dieser 
Werthe genauer sein mufs als die übrigen, oder wenigstens dafs 
ein gewisses Maximum der Sicherheit jedesmal eintreten mufs, ab- 
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hängig von den Gröfsen, die ans der nnmittelbaren Beobachtung^ 
sich ergeben haben; and im Allgemeinen kann man vielleicht 
sagen, dafs der kürzeste Weg, den man von der nnmittelbaren 
Beobachtung aus wählen kann, die geringste Zahl von beobachteten 
Werthen, die man zu benutzen nöthig hat; auch die gröfste Hoff* 
nung eines genauen Resultats verbürgt, weil der Fehler des Be« 
sultats sich immer aus einer Summe von Quadraten zusammen- 
setzt, deren jedes den Fehler der beobachteten Gröfse und den 
Differentialquotienten der zu berechnenden Function in Bezug auf 
diese Gröfse enthält. Sind deswegen die Differentialquotienten 
nicht allzusehr verschieden und die Gewichte nahe gleich, was 
nur bei einem bestimmten Falle entschieden werden kann, so wird 
die Anzahl der Glieder den Ausschlag geben. Dieser vortheil^ 
hafteste Weg läfst sich aber häufig nicht leicht finden, und da 
man doch gewöhnlich an das unmittelbar Beobachtete weitere 
Folgerungen anknfipft, so mufs man wünschen, auf irgend eine 
Weise sich diese Wahl erspart zu sehen und versichert zu sein, 
dafs man in jedem Falle den vortheilhaftesten Weg eingeschlagen 
hat, oder vielmehr in jedem Falle auf diesen vortheilhaftesten 
Weg hingeleitet wird. 

Um deswegen nun für jedes Datum, was aus den Beobach"> 
tungen sich herleiten läfst, wenn gewisse Bedingungen der Aufgabe 
nicht erlauben, die unmittelbaren Beobachtungen anzuwenden, in* 
sofern sie etwas sich widersprechendes geben wurden, doch immer 
nur einen bestimmten Werth zu bekommen, wird man zuerst die 
Beobachtungsdata so ändern müssen, dafs sie den Bedingungen 
Genüge leisten, und wenn dieses auf mehrfache Art geschehen 
kann, die Aufgabe also eine unbestimmte ist, was hier immer 
vorausgesetzt wird, so wird man dahin streben müssen, die Aen- 
derungen der Beobachtungsdata so einzurichten, dafs man ganz 
allgemein durch die geänderten Beobachtungsdata jedesmal den 
Werth bekommt, der am wenigsten durch die zufälligen Beobach- 
tungsfehler einem Irrthum ausgesetzt ist An und fiir sich ist es 
nicht klar, dafs dieser letzte Yortheil, so wie er hier ausgedrückt. 
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i¥orden, nothwendig verbunden ist mit der Methode der kleinsten 
Quadrate, oder mit der Vorschrift, nach welcher unter den Aen- 
derungen, welche den Bedingungen der Aufgabe entsprechen, die- 
jenigen die wahrscheinlichsten sind, bei welchen die Summe der 
mit den respectiven Gewichten'Jmultiplicirten Quadrate der Aen- 
derungen ein absolutes Minimum ist. Um so mehr aber wird es 
Böthig sein, gerade diesen Gesichtspunkt nach dem SupplemerUum 
Theor. combinat. Obsv. von Gauls ebenfalls zu verfolgen, als er 
eine der elegantesten Formen darbietet, unter welcher man den 
Erfolg, den die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate 
gewährt, in Worten auffassen kann. 

Der allgemeinste Ausdruck für diese zweite Klasse von Auf- 
gaben würde sein: Es sind zwischen einer Anzahl von Unbekannten 
theils Gleichungen gegeben, welche in aller Strenge erfüllt werden 
sollen, theils solche, denen man nur genähert Genüge zu thun 
T)raucht, und überhaupt kann. Man soll das System finden, was 
"beiden Arten von Gleichungen zufolge das wahrscheinlichste ist. 
Im folgenden indessen wird die Beschränkung eintreten, welche 
auch Gaufs, sowie Bessel und Hansen bei ihren Abhandlungen 
über diesen Gegenstand, in Bezug auf die Anwendung in der 
Geodäsie angenommen haben, dafs nämlich die Gleichungen, welchen 
möglichst Genüge gethan werden soll, nur eine Unbekannte jedes- 
mal enthalten, oder wie man es auch ausdrückt, dafs die Werthe, 
welche verbessert werden sollen, um den Bedingungsgleichungen 
strenge zu genügen, unmittelber durch Beobachtung gegeben sind 
und nicht erst auf anderm Wege aus den Beobachtungen abgeleitet 
werden müssen. Es wird dieses gestattet sein, da eine der nach- 
folgenden Behandlungen ganz unmittelbar im allgemeinsten Falle 
angewendet werden kann. Dagegen abgesehen davon, dafs bis 
jetzt wenigstens noch kein Beispiel von diesem allgemeinsten Fall 
in der Praxis aufgestellt worden, folglich auch das Bedürfnifs der 
gröfsten Allgemeinheit nicht vorhanden ist, möchte die elegantere 
Form, welche das Problem so annimmt, die Einsicht in das 
eigentliche Wesen desselben erleichtem. 
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Angenommen also, es seien die wahren Werthe irgend welcher 
Grofsen w' w'* w;'" etc. an der Zahl w; aus unmittelbaren Beob- 
achtungen hat man für sie die Werthe 

v' t?" t?"' v^"*^ 

erhalten, und weifs im Voraus, dafs die Unterschiede w* — v\ 
w*' — v'* etc., oder die Fehler der Beobachtungen, überall so klein 
sind, dafs man ihre höheren Potenzen vernachlässigen kann gegen 
die erste. Die Gewichte der verschiedenen Beobachtungen auf 
eine beliebige, aber bestimmte Einheit bezogen, sollen 

p* p" p''' p^"^^ 

sein. 

Zwischen den Gröfsen w* w'* w'** finden vermöge der Natur 
der Aufgabe gewisse Beziehungen statt, nach welchen sie nicht als 
völlig unabhängig von einander zu betrachten sind. Diese Be- 
ziehungen werden sich immer auf Gleichungen zwischen den GröDsen 
w* w** fp'" etc. und gewissen Constanten zurückfuhren lassen, wie 
z. B. in dem Falle eines Dreiecks die Summe der drei Winkel 
weniger 180'' nebst dem sphärischen Excesse gleich Null werden 
mufs. Wenn also X F Z etc. Functionen von w* w;" w*** etc. sind, so 
werden die Bedingungsgleichungen die Form haben: 

X^f « <' <'' ) = 

Y^f' « <' <" )==0 

Z= /*" (m;,' w;," w;/" ) = etc. 

Ihre Zahl möge /i* sein, wobei der Natur der Aufgabe gemäfs stets 
(i<in. Bezeichnet man die bis jetzt noch unbekannten wahr- 
scheinlichsten Verbesserungen, welche an die beobachteten Werthe 
v' V** V*** etc. anzubringen sind, um den Bedingungen der Aufgabe 
zu genügen mit x^ a;" x'^^ etc., so dafs die wahrscheinlichsten 
Werthe werden: 

setzt man femer, dafs nach der wirklichen Substitution von v' v'' v''' 
etc. statt w^ w'* w**' etc. gefunden werde: 
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f « V", V'", ....) = «' 
f (v', v", v"\ ....) = W" 
/■"« v", v"', ....) = n"' 

T Y Jj Y" /7 Y" 

und nennt die ersten Differentialquotienten -^— tj "^~iri ^ tu > 

, i i -T~n- ^tc., nachdem in ihnen ebenfalls v* v^^ t?"' etc. statt 
w^w^'w''* etc. substituirt sind, a*a'*a**\ W^ etc., oder setzt man: 

d/-^ «V^^;^^^ ) df iv',v-,v^^^ ) df (^;^^;^^;-^. ,..) _,,, 

drK<i;^'s ....) _ dr(vww ) _,u dr{v',v'\v^*^ ) _ , 

dv* "^' dy" ~^ ' dt;'" ~^ ' 

etc. etc. 



vernachlässigt dabei, wegen der Kleinheit von x*x"x**' etc. die höheren 
Ordnungen, so erhalten die obigen Bedingungsgleichungen die Form : 

a^x' + a''x'* + a'"ic'" + + n' =0 

b'x' + b'*x'' + 6'"ä;'" + + n'' = (65) 

c'a;' + &*x*' 4- c'"ä;'" + .' + n'" = etc. 

Diesen f* Gleichungen mufs durch irgend welche Werthe von x* 
aj" x**' etc. strenge Genfige gethan werden. 

Die unmittelbaren Beobachtungen haben v^ mit dem Gewichte y', 
v'* mit dem Gewichte p** etc. gegeben. Wenn folglich die wahr- 
scheinlichsten Fehler der Beobachtung nach dem obigen mit x* x" x*'* 
etc. bezeichnet werden, so dafs die Gleichungen stattfinden: 



w* — v' =x' 



w*' —-v'* = x'' etc. 

so wird das ä, was der ersten Beobachtung zukommt, \/p* sein, 
während zu der zweiten gehört j/p" etc. Diese Gleichungen, auf 
eine Einheit der Genauigkeit gebracht, werden also: 

(w* —v') ]/p* =a;' i/jp' 
(t(;"-t;'0 j/y' = a:"l/'jp" etc. 
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bei welchen nach der Methode der kleinsten Qaadrate die Fehler 
die wahrscheinlichsten sind, f&r welche die Summe der Qaadrate 
ein Minimum, folglich: 

'p'x'^ + j9"a;"2 +2)"'a;"'2 + = (Minimum) 

oder 
.(66) $'oc^dx''\-'p''x''AQi' +y a;"'e?a;''' -^f^x^äx^ = 0. 

Fänden keine Bedingungsgleichungen statt, so wären dx^^ dx^\ 
dx**\ . . . völlig unabhängig von einander. Der Coefficient eines 
jeden Differentialquotienten müfste gleich Null gesetzt werden, 
folglich wären die wahrscheinlichsten Werthe ic' = rr" = rc'" ==...= 0. 
Allein da die obigen fi Bedingungsgleichungen ffir alle Werthe von 
X* ic" X*** etc. strenge erfüllt werden sollen, so folgt daraus, dafs 
wenn durch ein bestimmtes System von Werthen x* x'* x*" etc. einmal 
ihnen Genüge gethan ist, die übrigen möglichen Systeme (immer 
unter der Voraussetzung sehr kleiner Aenderungen) nur so ange- 
nommen werden dürfen, dafs die Unterschiede der neuen Werthe 
von x' x^* X*'* etc. dieser Erfüllung keinen Eintrag thun, oder dafs 
gleichzeitig mit (65) auch die Gleichungen statt finden: 

a'dx' + a"dic" + a'"dx''' = 

(67) . Vdx* -h V'dx*' + V^'dx''* = 

&dx' + c"dx" -h c'^da;'" = etc. 

Diese Gleichungen, an der Zahl |t^, zeigen, dafs ii Differentiale 
ausgedrückt werden können durch die (m — ia) übrigen. Führt man 
diese Elimination aus, und substituirt die Werthe dieser f* Diffe- 
rentiale in (66), so bleiben noch m — /i* unabhängige Differentiale 
übrig. Die Coefficienten derselben, Functionen von a' a" etc., 
V 6" etc., i)' i>" etc., x* «" etc., jeder einzeln gleich Null gesetzt, 
geben (m — fi) Gleichungen, welche mit den ft Gleichungen (65) 
verbunden, ein System von m Gleichungen darbieten, aus denen 
sich die nt Gröfsen x' xf^ rc'" etc. bestimmen lassen. 

Es kommt bei diesem zuerst sich darbietenden und ganz all- 
gemeinen Wege darauf an, ob die Bestimmung des Ausdruckes der 
ffr Differentiale durch die t» — /t* übrigen, mit Leichtigkeit sich be- 
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werkstelligen läXst, oder was dasselbe ist, ob die Bedingongsglei- 
chnngen (65) sich leicht in die Form bringen lassen, dafs i* Gröfsen 
X* X** etc. durch die übrigen m — f* Gröfsen vermittelst linearer 
Gleichungen ohne allzu grofse Weitläuftigkeit direct gefunden 
werden können. In dieser letzten Form nämlich sind dann auch 
die Differentialgleichungen sogleich enthalten. Dafs dieses immer 
möglich ist, da die Form der Bedingungsgleichungen selbst linear 
ist, ist für sich klar, es mfifste.denn sein, dafs unter den Be- 
dingungsgleichungen eine oder mehrere schon in den andern ent- 
halten wären, in welchem Falle man auf die Form -g- für alle oder 
einige der zu bestimmenden Gröfsen x gefuhrt werden wurde. 
Dieser Fall wird hier ganz ausgeschlossen, da man bei jeder spe- 
ciellen Aufgabe Mittel in Händen hat, schon a priori die Anzahl 
der Bedingungsgleichungen zu überschlagen, und die überflüssigen 
zu verwerfen. Die Bequemlichkeit der Ausführung hängt wesent- 
lich von der Natur der Coefficienten a, 6, c, etc. ab. In der Geo- 
däsie fallen diese Coefficienten meistentheils sehr einfach aus, 
häufig sind sie der Einheit gleich, oder doch ganze Zahlen, und 
die wenigsten Bedingungsgleichungen (65) enthalten sehr viele 
Gröfsen a?, so dafs sich für die zu wählenden fi Gröfsen dieser Art, 
immer solche, wenigstens zum gröfseren Theile, nehmen lassen, bei 
denen die Umformung durchaus keine Schwierigkeit hat. Will 
man indessen eine allgemeine Form, so können sehr einfache Be- 
trachtungen dazu führen. 

Es mögen die t* Gröfsen unter den x^ welche durch die übrigen 
m — fjb ausgedrückt werden sollen, wobei der Kürze wegen 

gesetzt werde, durch einen unteren Index bezeichnet werden. Eben 
so mögen auch ihre Coefficienten durch einen unteren Index unter- 
schieden werden. Man hat also für diese f^^ Gröfsen selbst die 
Zeichen: 

•A/J tA/^ »A/^ lA/j • . • . • M/J 

und für die respectiven Coefficienten: 
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<a: a^\ b[b';...b^\ c[c: c^\ 

etc. Ihr Ausdruck dijrch die andern Gröfsen x* x'* ... x^^^ wird 
im allgemeinen die Form haben müssen: 

x[ =a'a;' +/J'a;" -hy'x*'' -hg'x^^^ +v' 

g x; =a"a;' +/J"a;" +r"a;'" + ^"0;^^^ +v" 

Substituirt man diese Werthe in die Bedingungsgleichungen 
hinein, so sind die dann noch zurückbleibenden Gröfsen x* x*'... x^^^ 
als völlig von einander unabhängig zu betrachten, und da den 
Gleichungen (65) immer Genüge geschehen mufs, so folgt noth- 
wendig, dafs der Coefficient jeder einzelnen dieser Gröfsen für sich 
gleich Null gesetzt werden mufs, und ebenso der von ihnen freie 
Theil. Hieraus erhält man q Systeme von Gleichungen, von denen 
jedes fi Coefflcientei\ a ß y etc. bestimmt, und noch aufserdem ein 
System, welches die v finden läfst. Es wird nämlich 

a* + a[a* + a>" + < a''' + a^f'^a^^ « 

69) 6' + 6;a' + b'; a*' + 6;"a"' + b^^a^'^ = 

& + c[a* + er «'' + c;'a''* + c[^^a^^ = etc. 

aus welchen i* Gleichungen die «' «" bis a^^ gefunden werden. 
Ebenso hat man: 

a'' + a;/J' + </J" + alV"' + a^^ß^^ = 

(69) b*' + b[ß^ + 6r/J" + b:'ß^" + b^^ß^^ = 

c" + c[ß' + cl'/J" + c;'ß*^' -1- cl^V^^) = etc. 

wodurch ß* ß*^ bis ß^^ gegeben sind. Ganz ähnliche Gleichungen 
finden bei den r* r" r'" etc. statt, wobei überall die Coefficienten 
a[ <... 61 b'i etc. in allen Gleichungen dieselben sind. Für die 
V* v'*. . . v^^ hat man gleichfalls: 

n' +a>'4-a>" + a;V" ^a^K^'^^O 

(69) w" + 6>' + 6;V" + 6;'V''' + b^^v^^ = 

n'" + c'y + c>'' + cl'V'' + c^\^^ - etc. 
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Wenn auf diese Weise die Bedingungsgleichungen auf ihre ein- 
fachste Form gebracht sind, so kann man bei dieser zweiten Klasse 
von Aufgaben ganz denselben Weg einschlagen wie bei der ersten. 
Die aus den Beobachtungen abgeleiteten wahrscheinlichsten Werthe 
von x^ a?". . . a;^^\ x^ x[, . . x^^ sind gleich Null. Jeder durch die 
Bedingungsgleichung geforderte Werth derselben wird als Fehler 
der Beobachtung angesehen werden müssen. Seien diese schon 
auf eine bestimmte Einheit gebrachten wahren Fehler respective 
«' «". . . €^^\ b\ e'i. . . s\f^\ so werden die strengen Gleichungen 

«' = X* l/p* 

«" = x'* i/p" 

: (70) 

€[ :=x[ \/p[ =x'a^ \/p[ -hx^'ß* ]/pi -l-a;"V \/p[ 

•^x^^^q' \/p[ +v' l/p[ 
< ^x'i y/pi =x'a'' l/p; -hx^'ß'* \/pl +a;"7'' \/pl 

-1-ÄJ^^^p" \/pi +1/" \/pl 

«;" ^x'i' ypi' ^x*a''* j/pi" +a;''/?'" l/pl" -1-ä;"V'" VPi 

: -hx^^\^'^ vpi' ^v'^' Vpi' 
€^^ = x^^ Vp^^ = x'a^^ VV^^ + ^''ß^^ VV^^ + ^"V^^ VV^^ 

^x^^^^^^Vvf^-^v^^W^^' 

Die Gleichungen für das Minimum der Summe der Quadrate 



6'2 + «^'2 ^.^W2 +^;2 + ^;'2 ^.^(^)2^ 



wobei man diese Summe, und ähnlich die übrigen durch [««] be- 
zeichnen kann, werden die Bildung von Summen-Ooefficienten, wie 
in (27) erfordern, wobei aber der einfachen Form der ersten q Glei- 
chungen wegen, wesentlich nur die letzten /U' in Betracht kommen» 
Wegen jener ersten g Gleichungen wird nur jedem Summen-Coeffi- 
cienten, der aus quadratischen Gliedern besteht, resp. jp' p"p'"... 2?(p) 
hinzuzufügen sein. Man hat folglich e Gleichungen von der Form: 
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(71) [a/Ji^J a:' + (|)" + [/J/JpJ) rr" + \ßrV^ ^'^... + [/Ji^l>J = 

[a^i? J a;' + \?rv^ ^" + (i^"' + \yn^ a:'''. . . . + [r i^px] = etc. 

Diese Gleichungen geben die Werthe von x^ x^\ .. o(^^\ welche 
dem Minimum entsprechen; den Bedingungsgleichungen wird Ge- 
nfige gethan, wenn die Werthe von x\ xi... x^^ vermittelst x* a?"... a;W 
aus (68) berechnet werden. Die Summe der Quadrate der v^ oder 
\yv]?^, ist die Summe, welche bei der bestimmten Wahl der 
ii* Gröfsen x\ x". . . x^^ als die Summe der Quadrate der Fehler, 
oder der an diese f* Gröfsen anzubringenden Verbesserungen ge- 
funden werden würde, wenn man alle x* rc" bis x^^"^ = Null setzte. 
Das absolute Minimum, was zuletzt nach der Beendigung der Eli- 
mination erhalten wird, und welches nach der früheren Bezeich- 
nung von der Form [yvp^^q] ist, giebt die kleinstmöglichste 
Summe der Quadrate der Verbesserungen an, und läXst zugleich, 
da diese Verbesserungen als Fehler der Beobachtungen zu be- 
trachten sind, auf die Sicherheit der letzteren schliefsen. Bei {q+i») 
Gleichungen, durch welche q Gröfsen ermittelt werden, wird der 
mittlere Fehler sich ergeben nach (64): 



-|// \yvp, . g] \ 



Die hier gegebene Auflösung der Aufgabe, welche identisch 
ist mit der von Herrn Director Hansen in den „Astronomischen 
Nachrichten No. 202 u. f." aus andern Gründen abgeleiteten, ist 
die, welche sich unmittelbar darbietet. Auch ist sie ganz allgemein, 
und erstreckt sich eben so wohl auf den Fall, wo die zu verbessern- 
den Gröfsen nicht unmittelbar durch die Beobachtung gegeben sind, 
sondern erst aus ihrer Verbindung mit andern Daten und Theo- 
remen gefunden werden müssen. Man substituirt in diesem Falle 
in die Gleichungen, welche die Abhängigkeit der Beobachtungs- 
data von den zu ermittelnden Elementen ausdrücken, überall die 
Werthe der f* Gröfsen x\ x'l... x^\ als Functionen der andern 
Q Gröfsen aus (68), und erhält so in diesen Gleichungen, deren 
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Anzahl mindestens gröfser als q sein mafs, nur q Unbekannte, die 
als ganz unabhängig von einander nach der bei der ersten EHasse 
erwähnten Methode behandelt werden. 

In der einfachen Form indessen, wie in der Geodäsie die Auf- 
gaben der zweiten Klasse auftreten, kann man aus der eben ge- 
gebenen Auflösung noch einige Folgerungen ableiten, welche den 
üebergang zu der zweiten von Gaufs und Bessel gegebenen Auf- 
lösung machen. Man sieht nämlich, dafs das Problem von den 
beiden Systemen von Gleichungen (68) und (71) abhängt, von denen 
das erste /"' Variable durch die übrigen q vermittelst f* Gleichungen 
finden läfst, das zweite die letzteren q Variablen selbst giebt. 
Kann man aus ihrer Verbindung andere von einander unabhängige 
Gleichungen ableiten, welche ebenfalls die erforderliche Zahl von 
(ß'-^O) Gleichungen zusammen geben, so werden diese eben so gut 
zur Lösung des Problems angewandt werden können. Solche 
Gleichungen erhält man aber, wenn man beide Systeme so ver- 
bindet, dafs die Gröfsen v, die einzigen, welche von den wirklich 
beobachteten Werthen abhängen, eliminirt werden. Multiplicirt 
man in (68) die erste Gleichung mit a* p[, die zweite mit «'' jpl', 
die dritte mit «'"i?!" u. s. f., und addirt dann alle Producte, so er- 
hält man: 

a'p[x[ + a^^plx'i -{- a^^^pi'xi' = [aap^ af -1- [ctßp^ a?" + [avpi\ 

allein vermöge der ersten Gleichung von (71) ist die rechte Seite 
dieser Gleichung gleich --i?'ic', folglich hat man: 

=_p'a;' + a^p.x, + a'ipix'' + a''>;'V" + a^^p^^x[f\ 

Eben so giebt die Multiplikation von (68) respect. mit /^'pl, ß^^p'U 
ß***Vi etc. vermöge der zweiten Gleichung von (71): 

==y'a:" + ß^p[x^ + ß'lp'ix'' ß^^p^^xi", 

so dafs man durch die fortgesetzte Operation mit allen Coefficienten 
bis zu Q hin, ein System von q Gleichungen erhält: 
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l)"a:" + ß'p\x\ + ß^^pixi + ß^'^pi'xT + ß^^pt^xf^ = 

(72) f'x*'' + r'pia?; + Y*'pi< + r'"K< + r^^^[f^x^^ = o 

welche Gleichungen an die Stelle von (71) treten können, und mit 
(68) verbunden, ebenfalls das Problem lösen. Jedes System von 
Werthen x' x*^ o;"'. . . a?(^\ x[ x'i x'i'. . . x\{^\ welches den {p' -^ q) 
Gleichungen (68) und (72) Genüge thut, von denen die ersten ii die 
Gröfsen x[ bis x^^ aus den übrigen finden lehren, die letzten q 
auf eben so einfache Weise die Gröfsen x bis x^^^ geben, wenn 
Xx bis x^^ bekannt sind, wird die wahrscheinlichsten Verbesserungen 
enthalten. In den letzten q Gleichungen (72) fehlen alle Zahlen- 
data, welche sich auf die wirkliche Beobachtung beziehen, sie ent- 
halten nur die Coefficienten der Variablen in den Bedingungs- 
gleichungen, und können deshalb vortheilhaft gebraucht werden, 
wenn vielleicht es angemessen scheinen sollte, vor der strengen 
Ermittelung der wahren Correctionen andere aus irgend welchen 
vorläufigen Rechnungen gefundene einzuführen. Eine ganz will- 
kürliche Wahl für alle Correctionen wird dabei nothwendig nur 
die Rechnung ohne allen weiteren Nutzen erschweren. Denn wenn 
man etwa die vorläufige Annahme für jedes x mit ? bezeichnet, 
und was noch zu ^ hinzu kommen mufs, um das wahre x zu er- 
halten, mit ^, so dafs: 

^" + 5" = a;" ni-^ti-^x: 

etc. etc. 

so wird man der Strenge nach doch nur in (70) diese Werthe sub- 
stituiren müssen, und folglich auch bei den ersten Gleichungen 
zwei Glieder bekommen, für welche neue Summen-Coefficienten zu 
entwickeln wären. Eben so wird es keinen Nutzen haben, wenn 
man die $ etwa so annehmen wollte, dafs dadurch den Bedingungs- 
gleichungen Genüge geschieht. Man hat zwar auf diese Weise ein 
mögliches System von Werthen, wird aber, um das wahrscheinlichste 
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za erhalten, dieselbe Yermehrang der Bechnang sich zugezogen 
haben. Anders indessen ist der Fall, wenn man die S so wäMt, 
dafs dadorch den Gleichungen (72) Genüge geschieht, oder fär 
irgend welche Annahme der 51 ti ti' bis ^^\ die ?' bis ^^^ be- 
rechnet ans den Gleichungen: 

p'r + «'2>;i; + «"i>;'i;' + a^^p^^^^^ = o 

(7.3) p"t' + ß'p'X+ß"p:t: + ß^'>p^^^^ = 

"Wenn jetzt die vollständigen Werthe ^' + 1', i?" + ?" etc. sind, 
so wird nothwendig wegen (72) aach sein müssen: 

p'fj' + a'p[ii{ + a"p'; ^l ..:.+ a^^p^'^ ijf^ = 

(74) p;'n" + ß'pWt + ß"p':nx + f^'^P^U^^ = o 

Hat man non in die Bedingongsgleichnngen die Werthe i;' + §', 
47" + $" etc. ebenfalls snbstitnirt, oder was dasselbe ist, die Func- 
tionen f(w'w"...), f'(w'to"...), nicht mehr mit den Näherungs- 
werthen v' v" etc., sondern jetzt mit v' + f, v" + 5" etc. berechnet, 
so werden die Gleichungen (68), wenn man setzt: 

X' =«'!' +ß't' +r'r" +q'^^ +v' -i; 

X" =a"5' +ß"r' +r"r" + q"^^'^ +v" -5;' 

^ ^ X'" = a'"r + ß"> I" + r'"^'" + Q"'t^'^ + v'" - tt 

die Form erhalten: 

,; =«',' +ß'f," +y>f,"> .....+ q'tf^^ +X' 

,;• =«",' +/J"y' +y"V" +?"i7^^^ +X" 

^^^^ ^;" = «'",' + ß'"ii" + y"'ii'" + p'",<?) + X'" 

• 

und die beiden Systeme (74) und (76) werden die strengen Werthe 
von V y etc. geben, welche zu ?' V* hinzugefügt, die genauen 
Werthe x^ x** etc. erhalten lassen. Multiplicirt man aber in (76) 

Encke's AbhandL IL 12 
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die erste Gleichung mit a'^^, die zweite mit c^* p'l^ und so fort 
die letzte mit «^^ jp[^\ addirt alle Producte und substitoirt den 
dadurch gegebenen Werth von 

in (74), so erhält man: 

eben so giebt die respective Multiplikation der Gleichungen (76) 
mit ß' Pi,ß'' Pi etc. eine Gleichung von der Form: 

[aßp,] V + (^'^ + [ßßpj) t + \?YP^ V''. . . + \?(iP^ n^^ + [ßPt^] = 

so dafs man zur Ermittelung der V fi*\ . . ein System yon Glei- 
chungen erhält: 

0>' + [««i^J) V + l^ßPi] V' + [«rpJ 7''' + [«i;>J = o 

(77) [a/?jp J V + (p'' + DJ/Jpx]) fl" + D^m] V'' + [ßh^] - 

etc. etc. 

welches völlig analog ist mit dem System (72), wodurch die a?'aj"rc'" etc. 
selbst erhalten werden. Wenn deswegen die vorläufigen Verbesse- 
rungen, oder wie Gaufs sie nennt, die unvollkommnen Ausglei- 
chungen t §". . . so bestimmt werden, dafs sie den Gleichungen 
(73) genügen, so kann man mit den Werthen v* + 5', v" + g", etc. 
eben so fort rechnen, als wären diese Correctionen gar nicht an- 
gebracht. Man kann die so corrigirten Beobachtungswerthe völlig 
an die Stelle der reinen Beobachtungswerthe setzen, und wird auf 
ganz gleichem Wege identisch gleiche Resultate erhalten, als wenn 
man wieder zu den reinen Datis zurückgekehrt wäre. Diese üeber- 
einstimmung läfst sich auch für das absolute Minimum leicht nach- 
weisen. Auf der einen Seite kann man für 

p* a^2 ^pii x'^2 ^piQ) ^(e)2 ^p'^ ^'2 + -p- ^;'2 ^pW ^W^ 

wenn die Werthe x* x" etc. wirklich die wahrscheinlichsten sind, 
also den Gleichungen (68) und (72) genügen, einen eleganten Aus- 
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druck finden, in dem man die erste der Gleichungen (72) mit a:', 
die zweite mit a?" etc. multiplicirt und die Gleichungen (68) in die 
Producte substituirt. Man erhält damit: 

(78) [px^] ^p[ v' x\ + pi y" x'l + i>r y'" x': i?W yW a;W. 

Auf der andern giebt die Multiplication des Systems (73) re- 
spective mit t V^ etc, und die Substitution aus (75) den Werth 

[pi^]=jp;(^'-i05;+K(^"-^'05i' +p^\v^^-^x^\ii^\ 

und eben so das System (74) multiplicirt mit ^j' ff* etc. und ver- 
bunden mit (76): 

Aufserdem hat man, wenn das System (74) mit g' 5'' etc, multi- 
plicirt und mit (75) verbunden wird: 

Lp??] « jp; (v' - Ao ,; -^pi (i;" - a") ,r -^p^^ (^^^ - i^^) n^\ 

und wenn man (73) mit n* ?" etc- multiplicirt und mit (76) verbindet: 

folglich wird, wenn man diese vier Werthe zusammen legtr 
[l??2] + 2 [pl,] + [i??2] = [ß (^ + ?)2] =jp; ,;' (^; + ti) 

oder wegen (i?' + l') = ^'» V'-4'l" = aj", etc. eine vollkommen mit 
(78) identische Gleichung. 

Die Ursache dieses Vorzuges eines Systems von Correctionen, 
welches den Gleichungen (72) genügt, vor jedem andern, liegt in 
der eigentlichen Bedeutung dieser Gleichungen. Vermöge der Be- 
dingungsgleichungen ist: 

dx[^a' dx^-hß' dx^-hr' dx*** +e' dx^^^ 

dx'i ««" da?' + /S" dx^' + r'^ da?''' -l-g" dx^^^ 

dail' = «'" dx' + /J'" da?" + r'" da?'" h- ß'" dx^^^ u. s. f, 

so dafis: 

13» 
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dx' dx' dx' 

^ "" dx*' ^ "" (ix'' '^ ■" da;" 

^ " da:'" ^ ■" da;'" ^ ^ da?'" ^' ^- ^• 
Substitoirt man diese Werthe in die Gleichungen (72), so werden sie 

y x' dx' 'hp[x[dx['hp;x;dx';'h p\f*^x^Ux^^^O 

p" o;" dx" + plxldx; -hp^x^dx'; + i?(^) xi^^ dx^^ = 

l)"'aj"'dx'" +jp;a;;da?; +2>ra;rdajr + p^^ x^^ dx[^^ = u. s. f. 

oder sie sind die Bedingnngsgleichungen fOr das Minimum der 
Summe der Quadrate 

p' ^'2 +|)" x"2 +;)'" x"'a. . . 4- p^^^ x^^^^ -hp'.x',^ -hp^x';^. . . -hpi^^ x[^^\ 

wenn man die Oröfsen x* x" bis x^ als yon einander unabhängig 
ansieht, und die Abhängigkeit der dx\ dx" bis dx[^^ von den andern 
Differentialen dx* dx*' bis da^^^ so bestimmt, wie die Bedingungs- 
gleichungen es verlangen. Sie geben folglich, wenn man sie allein 
berücksichtigt, das System von Werthen x' x". . . a;^, welches dem 
Minimum der Summe der Eehlerquadrate entspricht, wenn man 
für x[ x'i . . x^^ bestimmte Werthe angenommen hat, oder sie be- 
stimmen das relative Minimum in Bezug auf irgend welches be- 
stimmte System so vieler Oröfsen, als vermöge der Anzahl der 
Bedingungsgleichungen der Aufgabe von den andern abhängig 
gedacht werden können. Dieses relative Minimum wird in das 
absolute verwandelt, wenn man das System der abhängigen Werthe 
durch Berücksichtigung der Gleichungen (68) einführt, was die 
wirklichen Beobachtungen verlangen. Vermöge der linearen Form 
der Bedingungsgleichungen mufs es dabei gleichgültig sein, ob man 
unmittelbar zu dem absoluten Minimum gelangt, oder gleichsam 
durch Zerfällung des wahren Werthes der abhängigen Gröfsen in 
mehrere Theile, für deren* jeden man das relative Minimum be- 
stimmt'hat, stufenweise da^ absolute Minimum erhält Yon welchem 
relativen Minimum man auch ausgeht, immer wird das absolute 
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Minimmn und die einzelnen Werthe genau eben so grofs gefunden 
werden, und ohne alle Yermehrung der Rechnung, da die Form 
stets die nämliche ist. 

Kann man bei der Ermittelung eines solchen relativen Minimums 
es zugleich bewirken, dafs einige der angenommenen Werthe der 
abhängigen Gröfsen einigen unter den Bedingungsgleichungen Ge- 
nüge thuu; so werden in diesem Falle einige der k gleich Null, 
und die Bildung der Summen, in welchen diese Werthe vorkommen, 
ivird erleichtert. Wäre zufällig es gelungen, alle A gleich Null zu 
machen, so würde damit das absolute Minimum ohne weitere Bech- 
nung erhalten worden sein. Das relative Minimum genügt ent^ 
weder keiner oder einigen Bedingungsgleichungen, das absolute 
allen. Allein noch weniger fast in der Abkürzung der Summen- 
bildung zeigt sich der Nutzen dieser Betrachtung oder der unvoll* 
kommenen Ausgleichung, als in der leichteren Verknüpfung meh- 
rerer Systeme, deren jedes man früher allein zu behandehi sich 
veranlafst finden könnte. Wenn in einer sehr ausgedehnten Drei- 
«ckskette man zuerst eine Anzahl von Dreiecken far sich betrachtet, 
und als ein besonderes System vollständig unter sich ausgleicht, 
^0 kann man mit diesen verbesserten Werthen sogleich die folgen- 
den unmittelbaren Beobachtungen verbinden, um Alles, was über- 
haupt nur in irgend welchem Zusammenhange steht, gemeinschaftlich 
auszugleichen, und braucht nicht wiederum zu den ersten Beob- 
achtungen selbst zurückzukehren. Man geht auf diese Weise von 
einem, in Bezug auf die sämmtlichen Bedingungsgleichungen rela- 
tiven, Minimum für die erste Anzahl von Dreiecken aus, wodurch 
einer Anzahl von Bedingungen schon Genüge geleistet ist, hat 
folglich die Erleichterung, dafs mehrere X gleich Null sind, findet 
in der Regel immer kleinere und kleinere Yerbesserungen, welche 
an die unvollkommen ausgeglichenen Werthe anzubringen sind, 
und kann auf diese Weise bei dem allmäligen Fortschritte der 
Arbeit, ohne dafs die früheren Rechnungen ganz überflüssig wären, 
oder die folgenden erschwerten, bis zu jedem Zeitmoment das 
System von Werthen angeben, welches den bis dahin gefundenen 
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Resultaten nach das wahrscheinlichste ist. Es braucht übrigens 
wohl nicht erwähnt zu werden t dafs die Bedingangsgleichungen, 
welche bei den anvollkommen ausgeglichenen Werthen im Anfange 
benutzt sind, nachher immer wieder in Betracht gezogen werden 
müssen. Die unvollkommene Ausgleichung erlaubt nie eine Be- 
dingungsgleichung wegzulassen, wenn nicht die Gröfsen, die darin 
Yorkommen, weiter gar nicht mit den andern in Verbindung stehen, 
und ein völlig abgeschlossenes System bilden. 

Bei der bisherigen Betrachtung ist angenommen worden, dafs 
man die Bedingungsgleichungen aus der allgemeinen Form (65), in 
welcher sie zuerst sich darbieten, umgewandelt habe in die be- 
bestimmte Form (68), welche die Abhängigkeit einer Anzahl von 
/Mr Variablen von den Übrigen unmittelbar angiebt. Diese Um- 
formung wird zwar in der Geodäsie selten grofse Schwierigkeiten 
haben, und auch dadurch in der Begel sehr erleichtert werden, 
dafs die Wahl der Grö&en o^ x'i bis x[^^ völlig frei steht, man also 
solche Gröfsen dafür wählen kann, welche am einfachsten die ver- 
langte Form annehmen. Allein die letzte Betrachtung der unvolU 
kommenen Ausgleichung führt von selbst darauf, dafs diese be- 
stimmte Form nicht gerade nöthig ist. Es kommt nur darauf an, 
mit den ursprünglichen Bedingungsgleichungen noch andere Glei- 
chungen in der nöthigen Zahl zu verbinden, durch welche die all- 
gemeine Gleichung des Minimums in so viele einzelne Gleichungen 
zerfällt wird, als unabhängige Differentialquotienten der zu er- 
mittelnden Gröfsen, vermöge der Anzahl der Bedingungsgleichungen, 
vorhanden sind. Anstatt diese Zerfällung durch directe Substitution 
auszuführen, kann man sie in den Formeln analytisch andeuten, 
und ohne gerade eine bestimmte Wahl von i^ Werthen unter den 
Gröfsen x selbst zu treffen, lieber eine gleiche Anzahl einstweilen 
noch unbestimmt gelassener Functionen derselben einfahren, deren 
Werthe sich im Laufe der Rechnung dadurch ergeben müssen, dafs 
die Bedingung der Abhängigkeit von i^ Differentialen gegen die 
andern ausgedrückt wird. 

Die allgemeine Form der Bedingungsgleichungen (65) führt 
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Ar die Belation ihrer Differentiale unter einander zu den Glei- 
chungen: 

= a'.Ax' 4- a" äx'' + a(«> da:<«) 

(67) = 6'dic'4- 6"da;'' 4- 6Wdx(«) 

0=c'd!a;'4- c^drc" + c(«)da:<«>, etc. 

vermittelst welcher \h Differentiale durch die übrigen § ausgedrückt 
werden sollen, um sie in die Bedingungsgleichung des Minimums 

zu substituiren, und dann diese Gleichung in so viele einzelne zu 
zerfallen, als unabhängige Differentiale übrig bleiben. Multiplicirt 
man die erste der obigen Gleichungen mit dem unbestimmten 
Factor A^ die zweite mit £, die dritte mit C etc., nimmt die Summe 
aller, und vereinigt sie mit der Bedingungsgleichung des Minimums, 
so erhält man: 

(p'ic' 4-aM -^VB -{-&C -hii^'M )dx' 

+ (l)''x" +a'M +6"^ +c"C -hfi''M)dx'' 

+ (p*" X'" + a'" A + 6''' B + c'" C + f*'" M ) drz:"' 

+ (pM x^m) + ei(«) -4 + &(«> B -I- c<«> C + f*(«) Jlf) da;C"»> = 0. 

um hieraus t* Differentiale zu eliminiren, wird man die Factoren 
A B C.,.M so bestimmen müssen, dafs die Coefficienten von ji* 
Differentialen, jeder einzeln, gleich Null gesetzt werden, und die 
aus diesen (* Gleichungen erhaltenen Werthe AB C...M nachher 
in die übrigen substituiren, um nach der Substitution ebenfalls 
wieder jeden Coefficienten der jetzt von einander unabhängigen 
Differentiale einzeln gleich Null zu setzen. Offenbar ist dieses 
Verfahren ganz identisch mit dem, wonach man allgemein jede ein- 
zelne Zeile der letzten Gleichung gleich Null setzt, und dabei die 
Ib Factoren A B C...M als neue zu bestimmende Gröfsen be- 
trachtet. Die so erhaltenen m Gleichungen enthalten die m-hf^ 
unbekannten Gröfsen oc* x**. . . xf^^^A B C... M^ und geben mit den 
fi Bedingungsgleichungen vereinigt, in denen nur die x' x**. . . a;M 
als zu ermittelnde Gröfsen vorkommen, m-hfi Gleichungen, aus 
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welchen die m + /i* Grö&en jedesmal zu bestimmen sind. Das 
Ganze beruht deshalb auf den m + /* Gleichungen: 

= «'«' +a"x" +a"V" -\-af-«!>a^'^'> + n 

= 6'«' 4-6"«" +6'"«'" + 6(«)jc(«) + n' 

O^c*«' +c"«" +C'"«'" + c('»)ic<») + n" 

Ö = /it'a5' +/»"«" +|t*'"«'" 4.^(«)a{«) + „W 

^'^^ 0=1)'«' +a'^ +6'B +c'C +/it'if 

0=p"«'^ +a"^ +6"B +c"C +/»"lf 

=1)'" «'" + o'" >i + 6"' B +&"C + /»'" M 

Ö = j)W «(«0 + a("») ^ 4- &(•») B + cC») C + f»<«) M 

ans deren Verbindung unter einander Alles sich ergeben mufs. 

Man kann sich direct fiberzeugen, da& diese Gleichungen der 
Sache nach identisch sind mit den Gleichungen (72). Denn nimmt 
man aus ihnen j» bestimmte heraus nach der obigen Bezeichnung: 

0=l>la?; +a\A -^h[B +c\C +li'xM 

0=1»;' «1 +«1'^ -^KB -^ciC +i»'"M 

0=1);"«; +a7Ä +KB +c;"C +/»;"iif 

multiplicirt die erste mit «', die zweite mit «", die dritte mit a'" etc. 
und addirt die Producte, so wird: 

= «'!»;«; + «"!>;•«;' + «'"p;"«;". . . + «^^ v^^ «i^^ 

+ {a'a; + o" «" + «'" Ol' +a^^a^'^}A 

4- {a'6; + a"j;' 4- «'"&;" ■¥tt^H^^)B 

4- {«V; 4- a"/i*;' 4- «"'/«;" + a<^Vi^^ } J^- 

HierfOr giebt die Substitution der Gleichungen (69) den Werth 

= afp,x\ + «"K«;' + a"'j);"«;" ... 4- «^^p'f^ x^^ , 

'-a'Ä-VB-&C -li'M, 

oder vermöge der ersten der obigen Gleichungen: 

= p'«' + a'p;«; 4- af'p'ix" + «'"pl"«;" a^' pi^' «i^^ » 
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welches die erste der Gleichungen (72) ist. Die successive An- 
wendung von /J' ß*'... ^\ r* r" . . • r^^ etc. wird alle folgenden des 
Systems (72) ergeben, so daXis dieses System nichts anderes ist, 
als eine Folge der wirklichen Elimination von den f* Factoren 
Ä B C... Mj aas den m obigen Gleichungen, in welchen sie ent* 
halten sind. 

Allein bei der einfachen Form dieser letzteren, nach welcher 
in jeder Gleichung* nur eine unbekannte Gröfse vorkommt, wird 
man auch einen andern Weg einschlagen können, nämlich nicht die 
ABC etc. zu eliminiren, sondern vielmehr die x* x** bis af^^ selbst 
wegzuschaffen, und wird auf diesem Wege ebenfalls Gleichungen 
erhalten, welche dieselbe symmetrische Form wie die Gleichungen 
des Minimums bei den Aufgaben der ersten Klasse haben, so dafs 
dasselbe Verfahren auf sie anwendbar ist. 

Multiplicirt man die erste der Gleichungen unter den Glei- 
chungen (79), in welchen die Factoren Ä B C... M vorkommen, 

mit —7-, die zweite mit — n"-, die dritte mit —777- etc. bis zur m^ 

Jr Ir P 

welche mit —^ multiplicirt wird, addirt alle Producte, und be- 
rücksichtigt die erste der Bedingungsgleichungen, so erhält man, 
wenn: 






m)a(m) ^ r aal 



P' P" J>'" 

gesetzt wird, tmd analog die andern Formen, eine Gleichung, 

in welcher blols noch die Gröfsen A B C ... M ^ zu bestim- 

V 
mende Gröfsen vorkommen. Eine zweite Multiplication mit —7-, 

—37- . . . -Z(5j-» eine dritte mit —7-, —^r • - • -^^ giebt ähnliche Glei- 
chungen an der Zahl /i*, deren vollständiges System folgendes wird: 
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(80) 



aas welchen man AB C...M findet. Sobald diese gegeben sind, 

so erhält man die wirklichen Correctionen ^' 4;".,,a/») aas (79) 

vermöge 

a'Ä +h'B -h&C -hiA'M 



(81) 



^c») 





p' 

a"A + b"B +c"C ... 


..+li"M 




P" 
a"'Ä + b"'B +c"'C ... 


..+li"'M 






..+ft("5 3f 




«(f») 





Diese Anflösung, welche von Gaufs in dem Suppl. Theor. 
Comb. observaHonum, nnd von Bessel (Bosenberger über Man- 
pertnis' Gradmessung, Astronom. Nachr. No. 121) gegeben ist, be- 
darf folglich keiner Umwandlung der Bedingungsgleichungen. Sie 
führt auf /* lineare Gleichungen (80) von einer Forjn, welche die 
Anwendung der früher bei den Aufgaben der ersten Klasse aus- 
einandergesetzten Eliminationsmethode gestattet, und verlangt nach- 
her m Substitutionen (so viele als Correctionen gesucht werden) 
der f* Werthe AB C... M, welchen Gaufs den Namen der Oorre- 
laten der Bedingungsgleichungen gegeben hat. Die frühere Auf- 
lösung nach Hansen erfordert eine Umwandlung der Bedingungs- 
gleichungen, oder eine Ermittlung von [i (m — fi-hl) Coefficienten, 
führt dann auf m — (i Gleichungen, aus denen die Werthe von eben 
SO vielen Correctionen gefunden werden, und fordert zuletzt f* Subt 
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stitutionen der m — fjb Werthe, um die noch rückständigen f* Cor^ 
rectionen zu finden. Die Sammencoefficienten, welche bei beiden 
Auflösungen gebildet, werden müssen, beziehen sich bei der ersten 
auf /*, bei der zweiten auf w — f* Werthe. Die Umwandlung der 
Bedingungsgleichungen kann den Umständen nach sehr leicht, kann 
aber auch so weitläuftig werden, dafs eine Methode, die sie nicht 
erfordert, einen wesentlichen Vorzug hat; auf der andern Seite 
wird sie bei dieser zweiten Klasse von Aufgaben, im allgemeinsten 
Falle nicht umgangen werden können. Sieht man davon ab, so ist 
die Bildung der Summencoefficienten der weitläuftigste Theil, und 
somit wird sich der Vorzug, den mau einer oder der andern Auf- 
lösung zu geben geußigt sein könnte, wesentlich darnach richten^ 
ob fi > m — |iA oder /i* < m — /i*, d. h. ob die Anzahl der Bedingungs- 
gleichungen gröfser oder kleiner ist, als die Hälfte der Anzahl der 
zu ermittelnden Correctionen. Ist sie kleiner, so wird die Auf- 
lösung von Gaufs jedenfalls weit kürzer sein. Ist sie gröfser, so 
kann die Mühe der Umwandlung der Bedingungsgl^chungen viel- 
leicht aufgewogen werden durch die spätere geringere Anzahl der 
übrigen aufzulösenden Gleichungen. 

Was übrigens bei der Gaufs'schen Auflösung die unvollkom- 
mene Ausgleichung betrifft, so wird diese, wie der ganze Gang 
lehrt, sich eben so an ein gewähltes System von Correlaten knüpfen, 
wie sie bei der andern an ein gewähltes System von (* Werthen 
unter den a geknüpft war. Die Gleichungen von der Form: 

geben eben so wie die früheren, wenn man vermittelst ihrer die 
Werthe von ä' ^"... «^"*> als Functionen irgend welches Systems 
von Correlaten Ä* B* O... bestimmt, das relative Minimum in Bezug 
auf dieses System, und die so ermittelten Werthe erlauben auf 
ganz ähnliche Weise die unmittelbare Anknüpfung der weiteren 
Rechnungen. Man kann dieses auf dieselbe Weise ableiten. 

Ss mögen i* S''. .. S^*^^ Verbesserungen sein, welche man an 
die verschiedenen Beobachtungen angebracht hat, und welche für 
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irgend welche Werthe von Correlaten A^ B* C... den Gleichungen 
genfigen: 

pii^ii ^ ^uj^i ^ liißi ^c^'C* «0 

Die dadurch unvollkommen ausgeglichenen Beobachtungswerthe 
werden folglich v* + 5', t?" -f- 5", t?'" + 5'" etc., und wenn man setzt: 

f (V* + r, v" + 1'', v'" + ?'", )* =« ^' 

f {v^ + g', v'' + 5", V'" + r ", ) = ^" 

/•" (v' 4- r, v" + 1'', t?'" + ?"', ."•...)- ^'" etc. 

80 wird vermöge der früheren Annahmen sein: 

n* 4- a't + a*'t' + «'"?'" + = ^' 

n'" + c'r + c"r' + c'^r" + •:...= TT'" etc. 

Nennt man jetzt die zu ermittelnden Correctionen, welche an 
die zunächst unvollkommen ausgeglichenen Beobachtungen noch an- 
gebracht werden mfissen, um die wahrscheinlichsten Correctionen zu 
erhalten, 9' 9'' ^'''.^m so haben die Bedingungsgleichungen die Form: 

J'V + 6" V 4- 1'"^?"' 4- 7f" =0 

c',' + c"i?" 4- c'"i?'" 4- 7f'" = etc. 

Behandelt man die unvollkommen ausgeglichenen Beobachtun- 
gen genau so wie die ursprfinglichen, so wird man mit diesen Glei- 
chungen ein neues System anderer zu verbinden haben, in welchem 
neue Correlaten Ä** B** C** etc. eingeffihrt sind, nämlich: 

2)'V -*'«'^" +&'5" 4-c'C'' =0 

p''i?" 4-a"^" 4-6"jB" 4-c"C" =0 

. jp'"^y'" 4- a'"^" 4- 6"' JB" 4- c'"C" =0 etc. 

und die Gleichungen, wodurch diese neuen Correlaten sich be- 
stimmen, werden sein: 
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= n' — TT* 



= n" — 7f" 



Auf der andern Seite geben aber auch die obigen beiden ähnlichen 
Systeme für t ?" ?'" etc., für diese Gröfsen die Gleichungen: 

[^]...[f]...[^]c.. 

und die Summe dieser letzteren mit den vorigeib giebt: 

[^] {Ä' + Ä-) + [-^] (B' + B-) + [-^] (C' 4- C'O . . . = n- etc. 

Da nun dieses ganz die nämlichen Gleichungen in Hinsicht 
auf jeden einzelnen Coefficienten und Zahlenwerth sind wie (80), 
so mufs nothwendig werden: 

^' + ^" = ^ 

C + C" = C etc. 

oder onvollkommen ausgeglichene Beobachtungen, bei denen die an- 
gebrachten Correctionen den obigen Gleichungen für ein System 
von Correlaten GenUge leisten, erfordern, wenn man von ihnen als 
von reinen Beobachtungen ausgeht, ein neues System von Corre- 
laten, welche mit dem zum Grunde gelegten Systeme vereinigt. 
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genau dieselben Correlaten geben, als wenn man von den ursprüng- 
lichen Beobachtangswerthen unmittelbar ausgegangen wäre. Hier- 
mit steht in natürlicher Verbindung, dafs da: 

yr + aM' 4- 6' 5' +c'C' ..,.=0 
l)'i?'.4-a'-4" 4-6'B" + c'(7" .... =0, 

auch wegen -4' + ^" =* ^ etc. 

jp'(?'-+-V) + a'ul + 6'JB + c'C =0 

das heilst, dafs « 

und eben so 

5'" + ,'"«a?'''etc., 

oder dafs die Summe der bei den unvollkommen ausgeglichenen 
Beobachtungen angebrachten Correctionen« und der wahrschein- 
lichsten Verbesserungen, welche ihnen noch hinzuzufügen sind, 
genau dieselben wahrscheinlichsten Correctionen ergiebt, welche 
unmittelbar aus den reinen Beobachtungen hätten abgeleitet werden 
können. Uebrigens werden die unvollkommenen Ausgleichungen 
bei dieser Auflösung identisch sein mit denen der vorigen, wenn 
das System Ä' B* C etc. so gewählt ist, dafs für die (a Gröfsen 
unter den ^, welche man bei der früheren Auflösung als abhängig 
von den andern betrachtet hat, dieselben Werthe sich ergeben, als 
man dort angenommen, wie die frühere Vergleichung zwischen 
beiden Auflösungen lehrt. 

Auch für die Summe der letzten Fehlerquadrate, das absolute 
Minimum, kann man auf ähnliche Weise wie oben einen eleganten 
Ausdruck geben. Multiplicirt man von den Gleichungen (79), 
welche die Correlaten enthalten, die erste mit a\ die zweite mit x**. 
die dritte mit a*'* etc., und substituirt die Bedingungsgleichungen 
hinein, so erhält man: 

[pa^] = An' + Bn'* + Cn'^' + Mn^\ 

Sind also die Correlaten aus den Gleichungen (80) bestimmt, so 
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wird, wenn man die erste der Gleichungen (80) mit A^ die zweite 
mit B etc. moltiplicirt und Alles addirt, wegen der Gleichheit der 
rechten Seite, das absolute Minimum: 



[f] 



MM 



In den Bedingungsgleichungen des Minimums vertritt aber —n* 
die Stelle, welche bei der Behandlung der Gleichungen der ersten 
Klasse durch [an] angedeutet war, n" ist an die Stelle von [bn] 



getreten, w'" an die von [cn], so wie 



w\' [f\ m - 



an die Stellen von [aa], [ab], [ac]; führt man folglich in Bezug 
auf diese GrSfsen dieselben Hfllfsgröfsen ein wie bei jenen, so 
dafs z. B. 



[P ' \ IP\ [aal 



etc., so wird man das absolate Minimam, auf dieselbe Art wie 
früher ähnliche Functionen ausgedrückt wurden, so bezeichnen 
können: 

r„^,. n'n' [n".ip [n"'.2y [n'^.S]' 

wodurch sich nach der Elimination und Substituirung der wahr- 
scheinlichsten Werthe von a* a** etc., dieselbe Controlle wie früher 
ergiebt. Die Verschiedenheit, welche sich bei diesem Ausdrucke 



Digitized by VjOOQIC 



192 lieber die Methode der kleinsten Quadrate. 

des Minimams gegen den der ersten Klasse ergiebt, bei welcher 
letzteren von der Snmme der Quadrate der nrsprfinglichen Fehler 
ein Ausdruck von der hier stattfindenden Form abgezogen wird, 
um das Minimum zu erhalten, liegt in der ganz verschiedenen Natur 
der Aufgaben beider Klassen. Bei der ersten bleiben die Fehler 
mit den Grofsen verbunden, bei welchen sie im Anfange als statt- 
findend angenommen wurden, und durch Bestimmung der Elemente 
wird nur bewirkt, dafs die Summe ihrer Quadrate ein Minimum 
werde; bei der zweiten Klasse werden die Fehler, oder die w, 
welche aus den nicht erfüllten Bedingungsgleichungen entspringen, 
völlig vernichtet, in so fern sie bei diesen Bedingungsgleichungen 
stattfinden, und dagegen auf dielGröfsen x^ x** x*^^ etc., durch deren 
Verbesserung man diese Vernichtung bewirkt, übertragen. Wenn 
also in den Aufgaben der ersten Klasse und in den dort gewählten 
Zeichen aus der Gleichung 

^ ÄÄ B'W C**C" 

[aa] [bb • 1] [cc -2] l rj 

bei gegebenem St das absolute Minimum [nn'fii] gesucht wird, so 
findet bei den, Aufgaben der zweiten Klasse, den Beobachtungen 
zufolge, schon der kleinstmöglichste Werth von [nn«/i*], nämlich in 
Bezug auf x' af^ x"' etc. 

[nn • fi] «= 

statt, wenn die Bedingungsgleichungen nicht forderten, zu ihrer 
strengen Erfüllung gewisse Verbesserungen dabei anzunehmen, und 
man sucht demzufolge das i^, was am kleinsten ausfällt^ wenn 
[nn • fi] gleich Null war, wodurch die obige Form erhalten wird. 

Alles Bisherige hat Gaufs in dem Supplementum Theoriae com-- 
binationis errorum auf einem ganz verschiedenen Wege abgeleitet, 
ein Weg, der zugleich eine sehr klare Einsicht in die eigentliche 
Bedeutung und den Werth der gefundenen Resultate gewährt, und 
deshalb hier nicht übergangen werden darf. 

Wenn, um das geodätisehe Beispiel beizubehalten, in einem 
Dreiecksnetze gewisse Bedingungsgleichungen: 
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x-0 r«o z^o 

stattfinden; so wird man zu allen Oröfsen, auf welche diese Be- 
dingnngsgleichungen Einflufs haben, auf mehrfachem Wege kommen 
können, je nachdem man die eine oder die andere Verbindung vor- 
zieht. Möge eine solche von v' v** v*** etc. abh&ngige Gröfse u sein, 
und die verschiedenen Wege durch die Functionenzeichen 9 und tp 
unterschieden werden. Wären die wahren Werthe von t?' v** v**'. . . 
d. h. die Werthe w' w^* w''^ etc. bekannt, und damit das wahre 
System, in welchem allen Bedingungsgleichungen genügt wird, so 
^würde auch der wahre Werth von u auf allen Wegen gleich ge- 
funden werden, oder es wird sein müssen: 

w = y (w;', ti;", w'''. ..) = tp {w'j w;", w?'". . . ). 
!Nimmt man aber statt w w' w*'. . . die unmittelbar beobachteten 
V, t?', V**. . ., so wird der Werth von tt durch g> erhalten, verschieden 
von dem durch tp erhaltenen ausfallen, und eine Wahl uns frei 
stehen, fttr welchen dieser Werthe. wir uns entscheiden wollen. 
Hierbei muTs uns der allgemeine Satz (20) leiten, nach welchem 
der wahrscheinliche Fehler von y (^^^ t?", t^'". ..) gefunden wird, 
durch BerQcksichtigung des Differentialquotienten dieser Function 
in Bezug auf jede Variable. Sei nämlich: 

Sei femer r die Einheit des wahrscheinlichen Fehlers, auf 
welchen sich die Gewichte p* p'* i?'" etc. beziehen, so dafs der 

wahrscheinliche Fehler von v* ist . 

» » » ^ » 1/»'' 

Encke's AbhandL n. 13 
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SO wird der wahrscheinliche Fehler von y (v', v" v'". . .) 

und eben so grofs der wahrscheinliche Fehler des Werthes von «, 
den wir dorch 9 gefiinden haben. W&re eben so: 

d^ -^^ 

d-tp(v',v",v"'...) -.„ 

—diP-' = -^ 

d-xf,(v',v",v"'...) „ 

dl/" ~^ ' 

so wOrde anf dieselbe Weise der wahrscheinliche Fehler von tfi 

(v', v", v'". . 



Vi-^ 



JJ% JJi% JJii2 



+ 



und eben so g;rofs der wahrscheinliche Fehler des Werthes von u^ 
den wir durch tp {v',v*\v***...) gefanden haben. Es wird folglich 
unter allen möglichen Functionen 9, ^, und Berechnungsarten von u, 
diejenige die vortheilhafteste sein, für welche die ihr zugehörige 
Gröfse: 



+ oder 



p' ^ |)" ^ |)"' ^ ^^^*' jp' ' jp'' ' jp'" 



die kleinstmöglichste ist Angenommen nun die Functionen rp oder 
der Werth — ^ — i 77 — i 777- -+-.... entspreche diesem Minimum, 

so wird die Aufgabe sein mässen, in jedem Falle diesen yortheil- 
haftesten Werth für jede Function u zu ermitteln. 

Aus der Betrachtung, dafs für die wahren Werthe v)^ w;" w;'" etc. 
alle Functionen 9> mit der Function des Minimums V^ gleiche Werthe 
geben müssen, während die mit den Fehlern der Beobachtung be- 
hafteten, und deshalb den Bedingungsgleichungen nicht genügenden 
Werthe v' v" v'" etc. verschiedene Resultate geben, ergiebt sich von 
selbst, dafs der Unterschied dieser sämmtlichen Functionen, so weit 
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6r hier in Betracht kommt, nur auf die Erf&llang oder Nichts 
erfBllnng der Bedingangsgleichongen Bezug haben kann, oder dafe 
man als aUgemeine Form annehmen darf: 

%p (u)\ w'\ m;'". . . ) = y (w;', w'', w*''. . . ) + x9X-hf T + sfiZ-h U^ 

wo U eine solche Function ist, welche Null wird, sobald alle Be- 
dingungsgleichungen X=0, r«0, Z==0 erfüllt sind. Man kann 
sie sich etwa als eine von den ganzen Potenzen von X, F, Z, ge- 
bildete Function denken. In Bezug auf die Differentialquotienten 
aber, die allein uns hier interessiren, wird es selbst gestattet sein, 
eine blofse lineare Form gelten zu lassen, oder in den obigen 
Zeichen allgemein anzunehmen: 

wenn, waa hier immer vorausgesetzt wird, die Fehler von v* v** t;'" etc. 
so gering sind, dafs ihre hohem Potenzen vernachlässigt werden 
können. Diese lineare Form fiir die Differentialquotienten erfällt 
alle Forderungen, und die Factoren a^, «/*, sfij müssen frei sein von 
jedem Einflüsse der nicht erfüllten Bedingungsgleichungen, oder 
als unabhängig von den etwaigen Fehlem der Beobachtungen an- 
genommen werden können, weil im entgegengesetzten Falle der 
Unterschied der berechneten Werthe vermittelst zweier verschie- 
dener Wege, nicht mehr allein von den ersten Potenzen der Beob- 
achtungsfehler abhängig sein würde. 

Wenn nun in den früheren Zeichen gesetzt wird: 



dv' * 


dX 
dv" 


= a" 


dX 
dv*" 


= a"' 


dv* 


dY 

dv" 


= h" 


dY 
dv"' 


= &'" 


dv' ^ 


dZ 


= c" 


dZ 
dv'" 


= c'" etc. 

13* 
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SO werden die Gleichungen zwischen den Differentialquotienten der 
Function des Hlnimums, und jeder beliebigen andern die aUgemeine- 
Form haben: 

V ^V +a'xO +6V 4-c'0O 

(82) L" « r + a^'^xfi + 6' V + c''^« 

L'" « V^^ + a'^Ä« + 6" V + c"'^o etc. 

und wenn man zur Ermittelung von u irgend welchen Weg ver- 
mittelst irgend welcher Function sP eingeschlagen hat, wodurch 
denn auch die zu 9> gehörigen Oröfsen l gegeben sind, so wird man 
die Zr, welche zu der vortheilhaftesten Bestimmung von u gehören,, 
zuerst dadurch bestinmien, dafs man vermittelst der m Gleichungen 
(82) (deren Anzahl so grofs als die Anzahl der t;, oder der Beob- 
achtungen ist) ein System von /* Factoren a;^ y^ ^, etc. (deren 
Zahl gleich der Zahl der Bedingungsgleichungen ist) sucht, welches^ 
die Gröfse: 

V^ U'^ V*^ _ {V ^a'cifi +6V + cV + ...)g 
p* "^ p*i + p*u - pi 






. (y^^-ha^^^a?o-f-6^V4-c^^V + ...)g . . 

•t" iti T" CuC- 

jP 

zu einem Hinimum machen. Damit wird aber zugleich auch der 
vortheilhafteste Wertb von u selbst bekannt werden. Dmn da: 

M « V (*<^'t ^''» ^'"' - - ) = y {^', ^"i «^'". . . )t 

SO würde auch, wenn man das wahre System von Correctionen an 
die v', v*\ v'*' etc. anbrächte, etwa für w;' = t?' -+- e' etc. : 

w = V' (v', t;'', t;'". . . ) 4- L'e' 4- L"e'' + L'"e'" 

- g) « v", v"'. . . ) + Z'e' + V'e'* + Z'"e'" 

oder 

tp {v\ t;", f?'". . . ) = y (v', t?", t?'''. ..) + («' - L' ) e' 



+ (?" -L'')e" 



oder nach der Substitution aus (82): 
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np {V*, t;", t;'", . . ) « 9 («'S v", v'". . . ) - (pfe' 4- a"e" 4- a'"«'". ..)afi 

— etc. 
Zwar kennt man nicht die wahren Oorrectionen, aber welcher 
Art sie auch sein mögen, so werden immer doch bei ihnen die 
Bedingnngsgleichnngen : 

X«0 r«o Z=0 

oder nach (65) die Gleichungen erfallt sein: 



a'ef + a"e" 


+ a"'e"' 


b'e' 


+ &'V' 


+ b"'e"' 


e'e' 


+ c"e" 


+ c"V" 



+ n' =0 



+ n" 



'0 
«0 etc. 



Hierdurch ^rird aber der obige Werth: 

tff iv', v", v"'. . . ) - 9» (»', v", v'". ..) + «'«* + w"y» + »'"«• + 

folglich ganz bekannt, sobald afi, y", e'> etc. gefdnden sind. 

Diese Gröisen afi, ^^ e" etc. werden durch Gleichungen bestimmt, 
welche ganz die Form der Bedingungsgleichongen bei den Auf» 
gaben der ersten Klasse haben. Man kann sie so schreiben: 



V 



yp' 
i" 



VP' 



■x" 



VP" 
V" 



VP' 



.ojo. 



vp' 

b" 



■y^ + 



VP' 



■ tfi SS. 



vr 



+ 



VP" 



■sfi + 



VP" 
h'" 



y^+ 



VP" 



»0 =. 



VP' 
L" 



VP" 



y+ 



VP" 



tfi as 



VP" 



vr 



etc. 



woraus sich die Bedingungsgleicbungen f&r das Minimum der 
Summe der Quadrate — -, — i ^ — i — -777- + — ergeben. 



(83) 



' aa' 

.P . 


3fi + 


\ab'\ 
.P . 


yO + 


' ae' 
P J 


'ah' 




hh' 




'bfi' 


.P . 


3tf> + 


. P . 


y» + 


. P . 


ac 

.P . 


sfi + 


bc 

. P . 


yO + 


cc 

.p . 



^«, 



2^. 



etc. 



etc. 



al 



P 

hl 



P 
cl 



P 



■0 



= 
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und dann nach der früheren Herleitung die Endgleichnngen folgen: 

[f]..[f\^ .[fy. .[f] -0 

[f-^y + [-|-.2]-0etc. 

Hat man hieraas afl y^ z^... erhalten, so ist der genaueste Werth, 
oder der Werth, dessen wahrscheinlicher Fehler der kleinstmög- 
lichste ist: 

w = SP (t)', t?'', r'". ..)^n'afi-h n' V + n'^^sfi 

und der wahrscheinliche Fehler dieses Werthes selbst ist 



(85) =r. 



m 



mm m 



wodurch alles vollkommen bestimmt gegeben ist. 

Man kann jetzt untersuchen, in wie fern dieser Werth von u 
fibereinstimmt oder abweicht von dem Werthe, den wir ffir u er- 
halten haben würden, falls wir statt der eigentlichen Beobachtungen 
V* t?'' t?'". . . die nach den obigen Vorschriften corrigirten Werthe 
V* + rc', t;" + o;", V -f- o;"' angewandt hätten. In diesem Falle 
wttrden wir bei gleicher Rechnung erhalten haben: 

g> {v", t;", v'**. . . ) + Vx* 4- V'x'* + i'"a;"' 

weil V V* V^* die Differentialquotienten von y in Bezug auf t?'t?" t?'" etc. 
sind. Multiplicirt man aber die letzten m Gleichungen von (79) 

respective mit — ti "^tj -r;77r ete. und addirt alle Froducte, so 
jf jf jf 

erhält man: 
Vx' + l"x" + V"x"> = - F— 1 Ä - [—1 B- F— 1 C. . . etc. 
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und wenn man aus (83) die Werthe von — , — , — 1 •••• 

. / IP y IP 1 IP } 

substitmrt, so wird: 

Hierfür aber geben die Gleichungen (80), vermöge des aus ihnen 
herzuleitenden Werthes der hier vorkommenden Coefficienten von 
x^ y^ 2f> etc. die Gleichung: 

Vx* + V*x'* + Z'"x'" = n'afi + w' V + n^^^sfi 

Da nun der Werth von u, wie er am vortheilhaftesten aus den un- 
mittelbaren Datis der Beobachtungen bestimmt werden kann 

u^<p (t?', v", v'". . . ) + n*x^ + n"y^ + n'"^^ 

und der Werth, wie er aus den nach der Methode der kleinsten 
Quadrate verbesserten einzelnen Werthen von v* v*' t?'" etc. mit Be- 
rücksichtigung der Bedingungsgleichungen, folglich auch so, dafs 
er auf allen möglichen Wegen identisch herauskommen muTs, be- 
stimmt werden kann 

u^9 (v', v", t;'". . . ) + Vx* 4- V*x'* + V'x"* + 

so ergiebt sich aus der Gleichheit der beiden Incremente, dafs 
die nach der Methode der kleinsten Quadrate mit Bück- 
sicht auf die Erfüllung der Bedingungsgleichungen corri- 
girten Beobachtungen für jede Gröfse des Systems, auf 
welches diese Bedingungsgleichungen sich erstrecken, 
welchen Weg man bei der Berechnung des numerischen 
Werthes auch einschlagen mag; stets genau denselben 
Werth finden lassen, den man aus den uncorrigirten 
Beobachtungen erhalten haben würde, wenn man die mög- 
lichst vortheilhafteste Combination angewandt hätte. 
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Zaglaich mit diesem eleganten Besoltate liat man auch noch durch 
die letzte Ableitung das Mittel, den wahrscheinlichen Fehler oder 
das Gewicht eines solchen Werthes, der zu dem System gehört, 

zu finden. Das Gewicht ist nämlich gleich ., , wo: 

und dieser Werth wird gefanden, wenn man fOr irgend welche 
Function 9>, vermittelst welcher man aus den verbesserten Werthen 
t;' + a?', v" + a?", v'" + «"' etc. die Gröfse u gefunden hat, die zn- 
gehörigen V V /'" etc. numerisch berechnet und die Gleichungen (83) 
dann auflöst, oder was hier allein nöthig ist, das Minimum so be- 

stimmt, als ob - — r, - — rr, T-nrr etc. Fehler von wirklichen 
VP KP Vr 

Beobachtungen wären, bei welchen ofi 'f z^ etc. die Stelle der Ele- 
mente verträten. 
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Kechnung auf Beobachtungen, 



Die Abhandlungen über die Anwendung der Wahrscheinlich- 
keits-Bechnung auf Beobachtungen, welche in den Jahrgängen 
1836—1838 des Berliner Jahrbuchs*) enthalten sind, schliefsen sich 
bei Begründung derselben keineswegs der Art an, wie man bei an- 
dern Angaben die Wahrscheinlichkeits-Rechnung erläutert. Bei allen 
andern Aufgaben bringt man gewöhnlich sie zurück auf ein Spiel 
mit Würfeln (den Begriflf der Würfel im weitesten Sinne genommeii, 
wonach sie nicht als gewöhnliche Würfel zu betrachten sind, son- 
dern als Prismen von beliebig vielen Seitenflächen, bei denen auf 
irgend eine Weise vermieden ist, dafs sie auf die beiden Endflächen 
fallen können; man kann in diesem Sinne auch von zweiseitigen 
Würfeln sprechen, wie etwa gewöhnliche Münzen sein würden), 
oder auf die Ziehung verschiedenfarbiger Kugeln aus verschiedenen 
Oefäfsen. Bei der Anwendung auf Beobachtungen ist der a. a. 0. 
befolgte Gang ein hie von ganz verschiedener und besonderer, so 
dafs eben dadurch auch die Betrachtung einigen Mifsverständnissen 
ausgesetzt gewesen ist. Gegründet ward sie dort, nach Gaufs' 
Methode in der Theoria motus, auf den Erfahrungssatz des Princips 
des arithmetischen Mittels, als des wahrscheinlichsten, und wenn 
auch versucht ward, die Gründe, auf welche dieses Princip, wenn 
man weiter zurückgeht, sich stützt, näher anzudeuten, so blieb doch 

*) Diese Ausgabe, vorliegender Band II pag.. 1—200. 
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immer eine willkürliche Annahme übrig, von der man als einem 
Axiom ausgehen muTste, wenn man den Beweis der Nothwendigkeit 
dieses Princips fuhren wollte. 

Es giebt indessen eine schon seit langer Zeit publicirte Ab- 
handlung des grofsen Lagrange (M61anges de Philosophie et de 
Math6matique de la Soci6t6 Boyale de Turin, pour les Ann6es 
1770—1773; Miscellanea Taurinensia Tomus V. pag. 167), welche 
den Titel führt: MSmaire mr l'utüiU de la mähode, de prendre le 
mUieu entre les rSsidtats de plmieurs observations, dans lequel on 
examine les avantages de cette mähode par le calctd des prohabilitis ; 
et ou Von rSsovd diffirens problhnes rdatifs ä cette matüre; und in 
welcher sowohl die Anwendung auf Beobachtungen, ganz nach der 
Art wie sonst verfahren wird, gemacht ist, als auch ein Beweis 
für das arithmetische Mittel geführt wird, der zwar nur auf In- 
duction beruht, aber sonst allem entspricht, was man in dieser Be- 
ziehung wünschen kann. Die Abhandlung muTs, als sie erschien, 
als eine sehr wichtige und einen Gegenstand, der etwas Neues und 
daher Fremdartiges an sich trägt, behandelnde erschienen sein, da 
der grofse Eni er (Nova Acta Academiae Petropolitanae T. m. 
pag. 289) für nöthig befanden hat, Eclaircissements dazu zu geben, 
welche indessen nur die Berechnung der Wahrscheinlichkeit in dem 
einfachsten Falle erläutern. Sie scheint auch später wenig bekannt 
geworden zu sein, da ich sie nur einmal von Lacroix citirt gefun- 
den habe. Ich werde mir deshalb erlauben, völlig dem Gange, 
den Lagrange genommen hat, folgend, — wie könnte man sich er- 
dreisten, bei der ungemeinen Klarheit, Einfachheit und Tiefe des 
grofsen Meisters eine irgend bedeutende Aenderung vorzunehmen — 
den Theil der Abhandlung hier wiederzugeben, welcher den Beweis 
für das arithmetische Mittel enthält ^ und selbst Sätze, die im 
Grande schon die Methode der kleinsten Quadrate in sich begreifen. 
Den letzten Theil der Abhandlung, der davon entferntere Betrach- 
tungen enthält, werde ich nur dem Inhalte nach andeuten. Endlich 
werden sich an die SätziB von Lagrange verwandte Untersuchungen 
anknüpfen, welche vielleicht die Art, wie man die Anwendung der 
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Wahrscheinlichkeits-Bechnnng auf Beobachtungen anzusehen hat, 
einigermafsen erläutern können. 

Der Theil des Inhaltes der Abhandlung von Lagrange, der 
hier ausfflhrlich mitgetheilt werden soll, ist von ihm in sechs Pro- 
bleme, mit beigefügten Bemerkungen (Remarques), Scholien und 
Oorollarien abgetheilt. 

Problem I. 

§ 1. Vorausgesetzt, man könne sich bei jeder Beobachtung 
um eine Einheit sowohl in plus als in minus irren, es sei aber das 
YerhUtnifs der Anzahl der Fälle, in denen man ein genaues Re- 
sultat erhält, zur Anzahl derer, welche einen Fehler von einer Ein- 
heit geben, wie a:26, so verlangt man die Wahrscheinlichkeit zu 
wissen, dafs das arithmetische Mittel aus n Beobachtungen ein ge- 
naues Resultat geben soll. 

Da es a Fälle giebt, wo der Fehler Null, 6, wo er -f- 1, und 
i, wo er — 1 ist, so wird, nach den gewöhnlichen Regeln der Wahr- 
scheinlichkeit, die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Beobachtung ein 

genaues Resultat giebt gleich, — —^r. Die vorgelegte Frage wegen 

d "TT *iO 

des Mittels aus n Beobachtungen läfst sich so fassen: Es seien n 
Würfel (das Wort Würfel in dem oben angedeuteten Sinne genom^ 
men), von denen jeder a Seiten hat, die mit Null bezeichnet sind, 
b die mit + 1 und b die mit — 1, so dafs die Anzahl der Seiten- 
flächen a + 26 ist; man suche die Wahrscheinlichkeit mit n solchen 
Würfeln Null (als das Resultat aller oben stehenden Zahlen) zu 
werfen. Man weifs aber nach der Lehre der Combinationen, dafs 
wenn man a-f-6(a?-f-a;-^) auf die Potenz n erhebt, der Ooefficient 
des von x freien Oliedes die Anzahl der Fälle bezeichnen wird, 
in welchen die Summe aller geworfenen Augen Null ist Nennt 
man ihn -4, so wird, da die Anzahl aller Fälle (a-f-26)» ist, die 

A 
gesuchte Wahrscheinlichkeit = . -i,2fc> ' 

Man kann Ä auf einem doppelten Wege finden. Zuerst ent- 
wickele man 
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(a 4- 6 (a? 4- a?- 1))» » o" -♦• n a» - 1 6 (» -*- a? - 1) 

Die ungeraden Potenzen von (a?-*-a?-*) werden kein von x 
freies Olied enthalten. Fttr die geraden wird das von x freie 
Glied sein bei: 

Hieraas folgt 

6-5.4 «(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-6) 
^12.3 12 3 4 5 6«oeic. 
oder 

j -. / IN— 91« n(« — 1)(« — 2)(n— 3) _ .^^ 
^ = a» + n(n — l)o"-»fc»+ i o 1 2 <* ^^ 

^^^ , n(w-l)(n-2)(n-3)(»-4)(n-5) ._„. , 

"*"! 2 3 i 2 3 "^ " ^"' 

Man kann anch zweitens setzen: 

a + 6 (» + X- 1) =- (« + /Ja;) (a + /J»- 1) , 



woraus « — ^-^ ~2^ 

a y(g + 2ft)-V(a-2&) 

and dann wegen 

(a + 6 (« + x-i))» — (a + /Ja;)» (a + /Jx-i)» 

- (o* H- n«»-ij9a; + y^?^^=^ a—s /J« X« + . . .) 

X (o» + no— 1 jJar- 1 4- -y^l:=il «»-2 jS« X-« + . . .) 
woraus fast unmittelbar hervorgeht, dafs 

(2) ^-a8» + (na— i/J)2 + (-|fciIa»-2^V + ... 

Hieraas folgen mehrere Gorollarien and Bemerkungen. 
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§ 2. Wenn a » &, so ist fUr eine einzelne Beobachtang die 
Wahrscheinlichkeit i nnd nach (1) für 

n = 1 die Wahrscheinlichkeit ^ 
-2 , i 

-5 . ÄV 

oder die Wahrscheinlichkeit nimmt ab, je gröfser n wird. 

§ 3. Sei a = 26, so wird das obige a = j/& und /? = !/&, so- 
wie a4-2&=«4ft, nnd man hat nach (2): 

(a+26)» 4»r^'' ^U 2 ; ^U 2 3 ;^'---j 

oder far n = 1 die Wahrscheinlichkeit l 

-2 , I 

= 3 , A 

Die Wahrscheinlichkeit nimmt auch hier ab, je grofser n wird. 

§ 4. Ebendasselbe findet statt, wenn b=^2aj nur dafs hier im 
Anfang die Reihenfolge der Zahlen für n ~ 1, 2, 3, wird h ^7» h 
also for n » 2 die Wahrscheinlichkeit am gröfsten wird. Nachher 
nimmt sie immer ab. 

§ 5. Es wird gnt sein, nm die Auflösung des gegebenen Pro-' 
blems zu erleichtem, das Gesetz zu suchen, welches die Glieder 
der Reihe befolgen, ftlr die Wahrscheinlichkeit bei 1, 2, 3 etc. Beob- 
achtungen. Wenn man den Bruch 

1 

1 — ^ (a + 6 (a? + x-^)) 

nach Potenzen von ^ entwickelt^ so wird man erhalten 

fio dafs in dieser Reihe der Coefficient von 2^ die nte Potenz von 
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a-hbQc-hx-^) ist. Nennt man also Ä' Ä" Ä*** die Werthe von A, 
welche den Werthen n»l, 2, 3 entsprechen, nämlich die Glieder 
ohne X in den Potenzen von a-f-6(rr-f-a?-i), so wird offenbar die 
Eeihe l-f--4'^-f--4"2r2-h^"'2^+.., der Snmme der Glieder ohne Xj 
in der Entwickelang des obigen Braches nach Potenzen von x and 
x-^ gleich sein. Bezeichnet man diese Entwickelang darch 

Z+ Z' (a; + a;- 1) + JZ" (x^ -4- x-^) 4- . . . 
da sie nothwendig diese Form haben moTs, so wird folglich 

Han braucht also nur den Werth von Z in eine Reihe nach Po- 
ten von z zu entwickeln, um die s&mmtlichen Werthe A* A** A*'* etc. 
zu erhalten. 

Zu dem Ende setze man 

l — az--bg(x-{'X''^)^(p — qx) {p — qx" ^) 
woraus i>^ -*- 3* = 1 — az, pq = bz. Femer setze man 
1 8 8 



(j> — qx){p — qx''^) p — qx p — qx^^ 



and da nun « h-Va:4--V^ +• 

|> — grr P P P 

jp ' j)* ' l>* 



80 wird Z=« + ^, ^'=-9-, ^" = 



oder es ist Z— ^j-p-+^j-^-^^-^-^^-j-^^^-^ 
Nun aber fol^ aas 

p +q =y(l — ae + 2be), p — q = y(l — az — 2be) 

1 



und daher Z= 



V (1-2«« 4- (««-46«) «3) 
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"Wenn also Z= l + A'z-\- A"z^ + A*"z* +... sein soll, so erhöt man 
zur Bestimmnng von Ä', Ä", A'" etc.*) 

SaA' + U^-a^ 



A"=- 



A"'= 



2 

60^" + 2 (46» -«3) 4' 



4 

Bezeichnet man mit P, P", P"'.,. die Wahrscheinlichkeiten, 
dais hei 1, 2, 3 Beobachtongen der Fehler des Mittels Null sein 
wird, oder nimmt man 

Ai Ail ÄUt 

■TU -^ pn __ '^ pm -^ 



a-f-26' (a + 26)2 ' " (a + 2ft)3 ' 

und setzt zur Abkürzung = r, so wird 



P 



1 + r 
, 3P4-r-l 



P"'=r 



2(l + r) 
5P' + 2(r-l)P' 



3(1 + r) 

7P'" + 3(r-l)P- ^^ 
4 (1 + r) 

§ 6. Wäre r = l oder a = 26, der Fall von § 3, so würde 
P = i-, P" = 4tT' -?^'' = yf|^ und sonach 
P(n)== l-3-5.7...(2n~l) 



24.6-8 2» 



*) Man differentiire beide Formen von Z logarithmisch, multiplicire mit 
den Nennern der erhaltenen Brüche über Ereoz, und setze die Coef&cienten 
derselben Potenzen von £ auf beiden Seiten einander gleich, so erhält man 
diese Belationen. 
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Mit wachsendem n nimmt folf^lich die Wahrscheinlichkeit immer 
ab, wie oben bemerkt ward, und da nach dem Ansdmcke f&r die 
Qnadrator des Kreises von Wallis: 

n^ 2'2-4-4-6-6... 
2 ~ 1.3.3-5.5.7... 
oder für lim n = <» 

n 2.2.4.4.6.6...2n.2n 



2 1 . 3 . 3 . 5 . 5 . 7 . . . (2n - 1) (2m -f. 1) 
'^ ^'^ l'.3'5!.'!(2n% ^V{- 



2n+l \ 

— 7t] 



für lim n = 00, oder B^^ = -= = 

y fiTt 

§ 7. Nach den Formeln in § 5 hat man 

(^j (2n-l)P(>*-i) + (n^l)(r-l)P(»-^ 

n(r + l) 

j_ (2n4-l)P(»-hn(r^l)P(«-i) 
(w-f.l)(r+l) 

p(n+2)=. (2^ + 3 ) P^""^'^ + (n + 1) (r - 1) P(») 



(n + 2)(r + l) 
Wenn n hinlänglich grofs ist, so werden diese Werthe nahe*) 

*) Lagrange hat durch einen kleinen Irrthum 

r4-l 
und eben so bei P(»+l). Auch wird der Ausspruch, dafs die P eine recur- 
rirende Reihe von der im Texte angegebenen Form bilden, mit Vorsicht an- 
zuwenden sein. Es ist nämlich 

p..^ 2P(n"l)4-(r— l)P(»-2) P(n-l)4.(r — 1) P(»-2) 

r+1 n(r + l) 

wo das erste Glied die angegebene Form hat, das letzte aber immer den 
Werth von P(») verringert, wie es auch die Natur der Sache mitbringt Nur 
für lim n = 00 wird es ganz unmerklich sein, weil dann P(») = 0. Bei jedem hin- 
länglich grofsen n wird man es nicht vernachlässigen können, weil sonst vor 
dem Werthe eine Grenze erreicht werden würde, ja selbst für r > 1 die P 
wieder wachsen könnten, da hiemach 



Pin), 



r — 1 



Pin-D-^^l—L /p(»-2)-P(n-Dl 
r-t* 1 ^ ' 
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p(») = 2P(»-i)4-(r~l)P(»-2) 

r-f-1 

Es bilden folglich die P eine recnrrirende Beihe, deren Beziehungs- 

2 r — 1 
Scale — --zrj h r-r- ist, oder welche aus dem Bruche 



2 r-1 2 



r + 1 r-hl 

entsteht, wenn man ihn nach Potenzen von x entwickelt, wobei 
P(»> der Coefficient von (x^ ist. 

§ 8. Seholium. Wenn q das Resultat ist, welches jede 
Beobachtung geben sollte, wenn sie genau wäre, so wird nach der 
Hypothese, dafs man sich um —1 oder +1 irren kann, für jede 
Beobachtung eines der drei Resultate stattfinden können, ^, ^ -- 1, 
^ + 1 ; nimmt man also bei zwei Beobachtungen das Mittel, so wird 

man eines der fünf Resultate erhalten, ?, — ^ — , — ^ — , ^I" , 

— ^s — , oder ^, ? — i, ? + i, ? — 1» ?-f-l. Der Fehler kann also 

in diesem Falle entweder =fc ^ , oder dz 1 sein. Bei dreien wird er 
auf dieselbe Weise dz ^ , ± i , =fc 1 sein können u- s. w. Obgleich 
deshalb die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler Null ist, bei dem 
Mittel aius mehreren Beobachtungen kleiner sein kann, als bei einer 
einzelnen, so wird doch, wenn man die. Wahrscheinlichkeit sucht, 
dafs der Fehler nicht ^ oder | überschreiten wird, diese in dem 
ersten Falle gröfser sein als in dem zweiten. Bei dem zweiten 
Fall einer einzelnen Beobachtung hat man keine andern gttnstigen 
Fälle, als wo der Fehler absolut Null ist; bei mehreren Beobach- 
tungen, und dem Mittel daraus, aber auch solche, bei welchen der 
Fehler l oder l etc. ist Aus dieser Rücksicht ist es immer vor- 
theilhafter, das Mittel aus mehreren Beobachtungen zu nehmen, 
als bei einer einzelnen Beobachtung stehen zu bleiben. 

£ncke*8 AbhandL II. X4 
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Problem DE. 
§ 9. Man soll unter denselben Voraussetzungen, wie bei dem 
ersten Problem, die Wahrscheinlichkeit finden, dafs bei dem Mittel 

aus n Beobachtungen der Fehler nicht — fiberschreite, wo m < n ist. 

Bei dem Mittel aus n Beobachtungen kann offenbar der Fehler 

entweder Ndl. <^er ± i, ±| bü, » ±i-±l ^n. Die 

Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler nicht gröfser als ± — sei, 

n 

wird also die Summe der Wahrscheinlichkeiten von Null, ±— , 

n 

2 m 

zt — ... bis±-- sein. Zuerst suche man die Wahrscheinlichkeit 
n n 

des Fehlers db— . 
n 

Fuhrt man diese Frage auf die Würfel zurfick, wie im Pro- 
blem I., so sieht man, dafs es darauf ankommt, die Wahrschein- 
lichkeit zu finden, mit n Würfeln -f- fi oder — f* Augen zu werfen, 
wenn jeder Würfel a Seiten hat, die mit Null, b Seiten, die mit 
+ 1, und b Seiten, die mit — 1 bezeichnet sind. Man hat dazu nur 
nöthig, das Trinomium a + 6 (a; + a;-i) zur nten Potenz zu erheben. 
Der Coefficient von ocf* wird dann die Anzahl der Fälle andeuten, 
wo die Summe aller Augen f* ist, so wie der von x~f^ die Anzahl 
der Fälle, wo die Summe aller Augen — (i ist. Die Summe beider 
Coefficienten, dividirt durch (a-f-6)", wird die verlangte Wahr- 
scheinlichkeit geben. 

Nun ist 
(a + 6 (a? -f- ar-i))» == a« + wa«- ^bix-hxr^) 

und dabei ^ ^ 

(a? + a:- 1)2 = a;2 4- a;- 2 4- 2 

(a; 4- ar- 1)8 = a;» + x- ^ 4- 3 (a? -f. a?- 1) 

{x + x-^f = a?* 4- a;-* -f- 4 (a;^ + x"^) 4 



4 



1.2 

5 .4 

(a? 4- a:- 1)& « a^B 4- a;- 5 4. 5 (a;8 ^. ^-8) 4. ..^^ (^ ^. i^c- 1) 

1 • Ä 
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und ähnlich für die andern Potenzen. Wenn man also annimmt 
so hat man 

, 6-5-4 «(»-l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) , 

"^ 1.2.3 '12 3 4 5 6"*^ ■^••• 



T> »IX o » (»» — 1) (« — 2) « , 

J5 =»»0^- V& 4- 3 12 3 



6» 



5.4 n(n-l)(n-2)(»-3)(n-4) , 

+Tr2"l 2 3 4 5~"" '' 

7.6.5 n(n-l)(n-2)(n-3)(w-4)(«-5)(n-6) , 

"^IT2T3'"r~2 3 4^ 5 6 7 » " +••• 

C==|(g=l)an-353.^4 n^(n-l)(n-2)(n-3) ^,_,^, 

6^ n (n-1) (w-2) (n-3) (w-4) (n-5) ^_, „ 
■^1.2'l 2 3 4 5 6 " 

8.7.6 n(«-l)(n-2) («-7) 

^1.2.3 1 2 3 8 ** '^ ^••• 

und ähnlich für die folgenden Coefficienten. Bezeichnet man mit M 
den Coefficienten von a/*, so wird M der (n* + l)te Coefftcient in 
der hier angefangenen Beihe der Coefficienten sein, nnd sein Werth 
-wird erhalten durch 

^^ n(n-l)(n-2)...(n-ft + l)^,_^ 6/. 
12 3 II 

ft+2. n(n-l)(n-2)...(n-ft-l) _,^^^, 

^112 3 0* + 2) 

(ft+4) 0*4-3) w (n-1) (n-2)... (n-ft-3) 
"*" 1 2 12 3 (/i* + 4) «'•<"* - 

Dieser Ooefficient wird aach zn x~/* gehören, so dafs die Wahr« 

scheinlichkeit, dafs der Fehler ±— sei, gleich sein wird 

23f 



(a + 26)» 
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Folglich wird die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler ±— nicht 
fiberschreite, ausgedrückt werden durch die Reihe 

J[ + 2J8 + 2 C+ 2 J) . . . . + 2 Jf 

(a + 2&)» 

Um die Ermittelung der Werthe von -4, J8, C, etc. zu erleichtenir 
wird es gut sein, zu untersuchen, wie sie einer von dem andern 
abhängen; hiezu nehme man die Gleichung wieder vor 

Durch logarithmische Differentiation der beiden Seiten dieser Glei- 
chung wird erhalten: 

Hultiplicirt man über das Kreuz, so kommt heraus 

-4- nbD (^ — ^-* — ^2 ^. ^-2) -f. .. . = 
aB (o? — «-i) + 2a(7(Ä?2 — Ä-2) ^ 3^2) (^ — Ä-8) 

+ 361) (a;4 — Ä-* + ^2 _^2) ^ ,^^ 

so dafs, wenn man die Ooefficienten der gleichen Potenzen auf 
beiden Seiten zusammenstellt, man erhält: 

nb{A-C)== aB-h2bC 
nb(B-'D)==2aC +b(B'{' 3/)) 
n6(C-E) = 3aZ> + 6(2C+4^),., 

u. s. w. Setzt man also der Einfachheit wegen -r- ==« ä, so wird 

nA-kß 



C= 



w + 2 



^_ (n-l)B-2kC 
n + 3 

(n-2)C^3kD 



E- 



n-h4: 
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ü. 8. Wo SO dafs, wenn man A and B kennt, man alle andern WeiiJie 
berechnen kann. 

§ 10. Man nehme wie in § 2 a = J, so dafs i = l wird, und 
mache nach einander w = 1, 2, 3, so wie a « 1, was erlaubt ist. 
Man wird dann folgende Werthe erhalten: 



n 


A 


B 


C 


D 


E 


F 


G 


1 


1 


1 

















2 


3 


2 


1 














3 


7 


6 


3, 


1 











4 


19 


16 


10 


4 


1 








5 


51 


45 


30 


15 


5 


1 





6 


141 


126 


90 


50 


21 


6 


1 



woraus sich folgende Tabelle fär die Wahrscheinlichkeiten ergiebt: 
Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler nicht überschreitet 



n 


4 


4 


4 


4 


4 


4 


1 
2 
3 
4 
5 
6 


1 

3 

3 

9 

7 

27 

19 

81 

51 

243 

141 

729 


7 

9 

19 

27 

51 

81 

141 

243 

393 

729 


25 

27 

71 

81 

201 

243 

573 

729 


79 

81 

231 

243 

673 

729 


241 
243 
715 
729 


727 
729 



Man sieht aus dieser Tabelle^ dafs, wenn man das Mittel aus 
zwei Beobachtungen nimmt, die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler 
Null sei, i«i ist, und die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler 
nicht gröfser sei als dz i, gleich \ ist; nun ist in jeder einzelnen 
Beobachtung die Wahrscheinlichkeit des Fehlers Null gleich ^, 
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und da nach der Hypothese der Fehler nur Nnll oder db 1 sein 
kann, so ist es offenbar, dafs die Wahrscheinlichkeit, dals der Fehler 
nicht gröfser als i sei, auch ^ sein wird; obgleich deshalb die 
Wahrscheinlichkeit des Fehlers Null dieselbe ist, man mag nnn 
das Mittel ans zwei Beobachtungen nehmen, oder nur das Resultat 
einer einzelnen gelten lassen, so ist doch die Wahrscheinlichkeit, 
dafs der Fehler nicht gröfser sei als i, in dem ersten Falle gröfser 
wie in dem zweiten, und zwar im Verhältnisse von i : ^ oder von 7 : 3. 

Bei dem Mittel aus drei Beobachtungen hat man auf gleiche 
Weise die Wahrscheinlichkeit ^ fttr den Fehler Null, und H für 
einen Fehler, der nicht gröfser als d= i ist, so wie i^ dafür, dafe 
der Fehler nicht gröfser als ± i sei. In einer einzelnen Beob- 
achtung ist die Wahrscheinlichkeit des Fehlers Null gleich ^, und 
nach der Hypothese, dafs die Fehler nur Null und ± 1 sein können, 
die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler nicht =b i oder d= § über- 
schreite, ebenfalls i. Es wird deshalb allerdings die Wahrschein- 
lichkeit des Fehlers Null in dem Falle einer einzelnen Beob- 
achtung gröfser als bei dem Mittel aus dreien, und zwar in dem 
Verhältnifs von 9 : 7, aber dagegen diejenige, dafs der Fehler nicht 
± i überschreite, in dem zweiten Falle gröfser als in dem ersten, 
und zwar in dem Verhältnisse von 19 : 9, sowie dieses Verhältnifs 
bei der Orenze ± | für die Gröfse des Fehlers noch stärker wird, 
nämlich wie 25 : 9. 

Hierin besteht der Hauptvortheil, den man bei dem Mittel aus 
mehreren Beobachtungen erreicht Um diesen Vortheil noch sicht- 
barer zu machen, wollen wir die Wahrscheinlichkeit aufsuchen, 
dafs der Fehler nicht ± i überschreite, indem wir nach und nach 
n := 1, 2, 3 etc. setzen, oder für eine, zwei, drei Beobachtungen. 
Wir erhalten: 



n= 1 2 3 4 5 6 

^ , , _J_ J_ J^ Jl_ 201 673 

wanrscn.- g 9 27 81 243 "TW" 

oder wenn man einerlei Nenner einführt: 
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243 567 513 639 603 673 



Wahrsch. = 



729 729 729 729 729 729 '•" 



Man sieht hierans, dafs die Wahrscheinlichkeit ffir einen Fehler, 
der nicht ± i überschreitet, immer gröfser wird, je gröfser die An- 
zahl der Beobachtungen ist, deren Mittel man nimmt, doch mit dem 
Unterschiede, dafs die Wahrscheinlichkeit für zwei Beobachtungen 
gröfser ist wie für drei, für 4 gröfser wie für 5, und überhaupt für 
jede gerade Zahl gröfser wie für die folgende ungerade. In der hier 
angenommenen Hypothese wird es deshalb vortheilhafter sein, das 
Mittel nur aus einer geraden Anzahl von Beobachtungen zu nehmen. 

§ 11. In § 5 ist gezeigt; dafs, wenn man den Bruch 

1 

in eine Reihe Z+Z'ix-^- ar-^) + Z" {a^ + x-^ -+- entwickelt, 

wo Z^ Z', Z" Functionen von ^ sind, man haben wird 

vro p' + q'^ = l — az und pq^be, woraus folgt 

und 

g l-air-V(l-2a2r 4- (««-462)2,2) 



p 2bg 

Setzt man also der Kürze halber 

e = V (1 - 2az + (a2 - 462) ^2)^ 



so hat man 



Z' ^. ! — «« — ? 1 



2bz f 

Z" = (— — ^ j • -p und allgemein 

7(f) ( 1 — Qg — g \^ J^ 
""V 2bz ) ' r 
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Entwickelt man diese Gröfse in eine Reihe nach ganzen posi- 
tiven Potenzen von z^ so sieht man nach dem, was oben ausein- 
andergesetzt ist, leicht, dafs der Coefficient irgend einer Potenz 
wie 2!» die Anzahl der F&lle ausdrücken wird, in welchen die Summe 
der Fehler von n Beobachtungen entweder — /* oder + f* sein wird, 
so dafe das zweifache dieses Coefficienten die Anzahl aller Fälle 

bezeichnen wird, in welchen der Fehler des Mittels ± — ist. Hieraus 

n 

schliefst man sogleich, dafs die GrOfse 

wenn man sie als eine Function von z betrachtet und nach 
Potenzen dieser Variabein entwickelt, eine Reihe geben wird, 
in welcher der Coefflcient irgend einer Potenz von z ,..sr^ genau 
die Anzahl der FAlle ausdrücken wird, in welchen der Fehler 

zwischen den Grenzen — ^ und 4- — eingeschlossen ist. Nun 

aber ist diese Gröfse nichts anderes als eine geometrische Reihe, 
und kann deshalb einfacher ausgedrückt werden durch 

az-lY-^"^ 

-1 



\ 2bz ) 
( l-ag-C \ 
^ \ Wz } 



1^ 



Die ganze Schwierigkeit wird deshalb darin bestehen, diesen Aus- 
druck in eine unendliche Reihe nach Potenzen von z zu entwickeln. 
Um dieses leichter ausführen zu können, setze man ihn gleich einer 
unbestimmten Gröfse y, man wird dann eine Gleichung zwischen 
y und z haben, welche sich durch Differentiationen sowohl von der 
Potenz f* 4- 1, als von der Irrationalität von z befreien läfst. Auf 
diese Weise wird man eine Differentialgleichung zweiten Grades 
zwischen y und z erhalten, und braucht dann nur anzunehmen 
y^l^Äz-^Bz^-^- etc., 

um die Coefftcienten A, B etc. durch Vergleichung der Coefftcienten 
der Glieder von derselben Ordnung zu bestimmen. 
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Die hier angezeigte Bechnang ist etwas lang, weshalb .sie 
Dem überlassen bleiben möge, äer diesen Weg weiter verfolgen will. 

§ 12. Scholium. In den beiden vorhergehenden Problemen 
haben wir angenommen, die Anzahl der Fälle sei für positive and 
negative Fehler dieselbe. Wäre das nicht der Fall und wäre die 
Anzahl der Fälle, welche einen Fehler Null, + 1 und — 1 geben, 
resp. gleich a, b, c, so könnte man das Problem mit derselben Leichtig- 
keit lösen, wenn man statt des Trinoms a-hba-h bar-^ das Trinom 
a-hba-hca"^ betrachtete, um die Anzahl der Fälle zu erhalten, 
in welchen man einen gegebenen Fehler des Mittels erhielte, wobei 
man dann {a-hb-h c)» statt (a + 26)« als die Anzahl aller Fälle 
zu setzen hätte. Man könnte selbst die frfihem Formeln ganz 
auf diesen neuen Fall anwenden. Denn wenn man in das 

Trinom a-hba-h cx-^ für ^ die Gröfse ay— setzt, so wird es 

a-hYbc^^a-ha-^). Man hätte also nur in dem Trinom a-t-6 

(^-f-Ä?-^), Vbc zu setzen statt 6, und «1/— statt a?. Allgemeiner 

wird aber die Aufgabe in dem folgenden Probleme behandelt werden. 

Problem HI. 

§ 13. Angenommen, es sei jede Beobachtung einem negativen 
Fehler — 1, und einem positiven Fehler -i-r unterworfen, und es 
sei die Anzahl der Fälle, welche die Fehler Null, — 1, und -*-r 
geben, respective a, &, c, so verlangt man die Wahrscheinlichkeit, 
dafs der Fehler des Mittels bei mehreren Beobachtungen in be- 
stimmte Grenzen eingeschlossen ist. 

Es sei n die Anzahl der Beobachtungen, aus denen man das 
Mittel nehmen will, man bilde die nie Potenz des Trinomiums 
{a-hba-^ + caf)', es wird dann der Coefflcient irgend einer Potenz 
a^ die Anzahl der Fälle ausdrücken, in welchen die Summe der 

Fehler (i ist, und folglich der Fehler des Mittels — . Man be- 
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trachte demzufolge die Qröfse (a-hba-^ + caf)^^ welche sich redu- 

cirt auf -^ \-z ^^. Da nun 

{b'ha(a + caf)Y = 6« -i- n6»" ^ ;» (a + caT) 



+ ^^"^2^^ 6"--^^^(a + c^)2 + etc. 

so ist es leicht zu übersehen, dafs der Coefflcient irgend einer 
Potenz x* sein wird: 

n(n->l)(n-^2),..(n-5 + l) 

1 2 3 8 

n(n-l)(n~2)..,.(n~8 + r+l) ^-r ^„^ ,, 

^1 2 3 (s~r) 1 "^ 

n(n~l)(n^2),..(n-5+2r+l) (^~2r)(s~2r-l) ^^^^ 
■^T~2 3 («-2r) i 2 ^ "* "^ • 

welche Reihe so weit fortgesetzt wird, bis man auf negative Glieder 
kommt. Es wird deshalb dieser Coefflcient zu ^~''* gehören in dem 
Ausdrucke (a + 6^-^-1- caf )». Bezeichnet man also allgemein durch 
(/^) den Coefficienten von a^ in dieser letzten Oröfse, so hat man 

^'^^ 1 2 0* + n) 

n(n-l). ..(r + l-ft) ^_^ 
1 2 (/* + « — r—1) 

1 -2... (jur + n — 2r — 2)«l-2 
wo alle Glieder wegbleiben müssen, die negative Potenzen von a 
oder b enthalten. 

Weil nun bei n Beobachtungen die Anzahl aller Fälle {a+b+cf 
ist, so wird man für die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler des Mittels 

— ist, den Werth -. — . f . .^ erhalten, und daraus folgt, dals die 
Wahrscheinlichkeit, der Fehler des Mittels sei in den Grenzen 
— -^^und + -^ eingeschlossen, ausgedrückt wird durch die Reihe: 

71/ jv 

(-J? + l) + ... + (-l) + (0)H-(+l)... + (g~l) 
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Problem IV, 

§ 14. Alles wie im vorigen Problem vorausgesetzt, verlangt 
man, den Fehler des Mittels zu wissen, für welchen die Wahr- 
scheinlichkeit am gröfsten ist. 

Wir haben gesehen, dafs die Wahrscheinlichkeit, der Fehler 

des Mittels sei -^, gleich ist . ,h, c)n * ^^ ^^ ^^^ Coefficient 

von .'c'* in dem Trinomium (a + ba-^^-hcx^)"* ist. Es kommt also 
nur darauf an, zu wissen, welches das Glied der nten Potenz von 
a-hba-^-hca^ ist, dessen Coefficient der gröfste ist. Hierzu hat 
man offenbar nur zu untersuchen, welches das gröfste Glied in dem 
Trinomium a 4- i + c, zur nten Potenz erhoben, ist. Denn sei die- 
ses Glied Tra'JP CT wo cc ß y die Exponenten von ab c sind, deren 
Summe = n sein mufs, und ^ der Coefficient dieses Gliedes, so 
braucht man nur bx-^ an die Stelle von ft, und c^ an die Stelle 
von c zu setzen, und man wird für das gesuchte Glied der nten 
Potenz (von a-hba-^-hcx^) den Ausdruck haben: 

7ra«6PcT«-ß+»-T. 

fy ß 

Macht man also —ß + ry^i^y so hat man — - — ^fttr den Fehler 

n 

des Mittels, dessen Wahrscheinlichkeit am gröfsten ist. 

Man weifs nun aber aus den Regeln der Combinationen, dafs 
der Coefficient 7t des Gliedes na'^l^ct sein mufs: 

12 3 n 

"~ 12. 3...« -1.2.3.. ./?. 1.2.3. ,.r • 

Nennt man also dieses Glied IT, so wird 

,^ 1 2 3 n 

^" 1.2.3...a.l.2.3.../?.1.2.3....;' ^ ^ ^^ 

und dieser Werth von M mufs nach dem Verlangten immer ab- 
nehmen, wenn man die Exponenten a ß y nm eine Einheit ändert. 
Aendern wir also a um eine Einheit, so dafs es « + 1 wird, so 
mufs, da a + /? + r = n, entweder ß oder y zu gleicher Zeit um 
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eine Einheit abnehmen. Man sieht nun leicht, dafs wenn man in 
dem Werthe von if, a + 1 statt « und ß — 1 statt ß setzt, der 
Werth verwandelt wird in 

ß aM 

■X- 



folglich mofs dieser Ansdrnck kleiner sein als M, und daher 

ß a ^ 



a + 1 b 

Yergröfsert man dagegen ß am eine Einheit, und vermindert oc um 
eine Einheit, so wird man die Bedingung erhalten 

- 4-<i. 



ß-hl a 
Es muTs deshalb zu gleicher Zeit sein 



<-T- und — 5 — >-T- 



, ß + 1 ^ b """ ß ^ b 

Dieses findet aber statt, wenn -^=-t-- Auf dieselbe Weise findet 

ß b 

CC ü 

man — = -7-? so dafs, wenn man einen unbestimmten Coefficienten 
p nimmt, man in dem Falle des Maximums hat: a^^pa^ ß^pb, 
r ^pc^ und weil « 4- /* + y =« «, also p = — , — , so erhält man: 

na ^ nb nc 

a = ij = Vsat . 

a-hb-hc^ ^ a-hb-hc^ ' a-hb-hc 

Sind diese Gröfsen ganze Zahlen, so hat man ccßy genau gleich 
ihren Werthen zu nehmen, wie wir eben gesehen haben. Sind sie 
aber Brüche, so mufs man &lt cc ß y die nächsten ganzen Zahlen 
nehmen. Man kann indessen auch einfach die Werthe beibehalten, 
weil der Fehler, wenn einer stattfindet, immer nur klein sein kann. 
Auf diese Weise haben wir für den Fehler des Mittels, der die 

ry — ß rc — b 



gröfste Wahrscheinlichkeit hat, den Werth 



w a4-6 + c 
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§ 15. Es folgt daraus» dafs man immer die Gröfse ?-- — 

a-ho-hc 

als den Fehler des Mittels ansehen kann, und folglich diese Gröfse 

als Correction des Mittels annehmen. 

Wenn r = 1 und c^b, wie in der Hypothese des Problem I., 
so wird die Correction des Mittels Null. Sie wird es auch, wenn 
r(?«=6, in allen andern Fällen wird sie um so gröfser, je mehr rc 
von b differirt. 

Problem V. 

§ 16. Angenommen) jede Beobachtung sei irgend welchen ge* 
gebenen Fehlem unterworfen, und man kenne zugleich die Anzahl 
der Fälle, in welchen jeder Fehler eintreten. wird, so verlangt man 
die Correction, die man an das Mittel mehrerer Beobachtungen an- 
bringen mufs, zu bestimmen. 

Es seien p qr etc. die Fehler, welchen jede Beobachtung un- 
terworfen ist, und a b c etc. die Zahl der F&lle, welche diese 
Fehler eintreten lassen, so dafs a za p, b zu g, czar gehört und 
so femer, so ist es klar, dafs nach den Beweisen der früheren 
Probleme man die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler des Mittels 

von n Beobachtungen — sei, erhalten wird, wenn man das Poly- 
nom aaP-hbafi + caf... zur nten Potenz erhebt, und wenn M der 

M 
Coefftcient von a^ genannt wird, den Ausdruck -7 — -t-, — ttj — ^^ 
° (a + 4- c + »...)** 

bildet. Aus der Theorie der Combinationen weifs man aber, dafs 

der Coefficient M von der Form ist 

l'2-3 na* b^ c^ ... . 



l'2...a.l'2...ß'l'2.. 



WO die Exponenten aßyso bestimmt werden müssen, dafs «+/*+ r+c^..v 
= n, und ap + ßq-hrr...^fi. Aufserdem kann man auf ähnliche 
Weise, wie im vorigen Probleme leicht beweisen, dafs der Coeffi- 
cient M am gröfsten sein wird, wenn 
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na 

a-B -_ 

a + 6-hc-ha 
nh 



/?- 



a-h64-c4- d 



nc . 

Y = f T- • • • 6tC. 

Es folgt hieraus, dafs der Fehler des Mittels, für welchen die 
Wahrscheinlichkeit am grölsten ist, ansgedrückt sein wird durch 

^ _ gj? + &g -h er + . . . 

Dieser Werth wird also die Correction sein, die man an das Mittel 
aus mehreren Beobachtungen anzubringen hat. 

§ 17. Betrachtet man die Gröfsen a, 6, c, etc. als Gewichte, 
angebracht an einer Geraden von unbestimmter Länge, in Entfer- 
nungen == p, 9^, r etc., diese genommen von einem festen Punkte in 
der Geraden, und sucht man den Schwerpunkt dieser Gewichte, 
so wird die Entfernung dieses Schwerpunktes von dem festen 
Punkte die Correction sein, die man an das Mittel mehrerer Beob- 
achtungen anzubringen hat, wie es aus dem eben gefundenen Werthe 
dieser Correction unmittelbar hervorgeht. 

§ 18. Nimmt man also an, dafs jede Beobachtung allen mög- 
lichen Fehlem unterworfen sei, welche innerhalb bestimmter Gren- 
zen stattfinden können, und kennt man die Curve der Häufigkeit, 
(facüit^ dieser Fehler, bei welcher die Abscissen als die Fehler, 
die Ordinaten die Häufigkeiten darstellen, so braucht man nur den 
Schwerpunkt der ganzen Fläche dieser Curve zu bestimmen, und 
die Abscisse desselben wird die Correction des Mittels ausdrücken. 
Man sieht daraus, dafs, wenn die Curve symmetrisch ist in Bezug 
auf die Ordinate des Anfangspunktes der Abscissen, so dafs diese 
Ordinate ein Durchmesser der Curve ist, die Correction Null sein 
wird, weil der Schwerpunkt nothwendig in diesen Durchmesser 
fällt. Dieses findet jedesmal statt, wenn positive und negative 
Fehler gleich möglich sind. 
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Problem VI. 

§ 19. Ich nehme an, ein Instrument sei mehreremal in Bezug 
auf seinen Fehler untersucht, und man habe bei gleichen Unter- 
suchungen verschiedene Werthe für diesen Fehler gefunden, von 
denen jeder eine gewisse Anzahl von Malen sich wiederholt hat; 
man verlangt den Werth dieses Fehlers, den man als die Correction 
des Instrumentes zu nehmen hat 

Es seien i>, 5, r etc. die gefundenen Fehler, und «, ß, y etc. die 
Zahlen, welche bezeichnen, wie oft sich bei n Untersuchungen die 
gefundenen Fehler wiederholt haben; man nehme an, die Anzahl 
der Fälle, welche den Fehler j), s, r etc. geben können, sei a, 6, c etc. ; 
man erhebe das Polynom aa^ + bas^-hcaf etc. zu der n^^ Potenz, 
und es seiN(aaPY (i^«)? {ca^)t... irgend ein Glied dieses Polynoms. 
Es wird dann der Coefflcient ^a« JP ct von der Potenz von a?, welche 
den Exponenten ap + ßq + yr... hat, dividirt durch (a + 6 + <?...)« 
die Wahrscheinlichkeit ausdrücken, dafs die Fehler p, 9, r etc. so zu- 
sammen verbunden vorkommen, dafs p ... «mal, q... ßmai, r... ^^mal 
u. s. w. stattfinden. Diese Wahrscheinlichkeit wird am gröfsten 
sein in der Combination, in welcher der Werth von Na^ 6P ct u. s. w. 
die gröfste ist. Nun aber ist 

.r 1' 2' 3 n 

1.2...a.l.2.../J.1.2...r... 

wie wir es schon im vorigen Problem gesehen haben. Folglich 
wird nach demselben Probleme der gröfste Werth von Na^b^ct... 
stattfinden, wenn 

na 





a + 


ft + c-f-... 
nh 




a + 


6 + c-t-... 






nc 



aus welchen Gleichungen man die Unbekannten a, &, c etc. wird 
bestimmen können. Es wird daher, wenn 
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erhalten werden 

a =« — a, = — ij, c «s — y . . . etc. 
n n n 

Nnn ist im vorigen Probleme bewiesen, dafs die Correction, welche 
an das Mittel einer beliebigen Anzahl von Beobachtungen anzu- 
bringen ist, ausgedrückt wird durch 

ap-hbq + cr-h . .. 
a 4- 6 4- c 4- . . . 

Substituirt man hierin die eben gefundenen Werthe von a, 6, c etc., 
so wird die Correction, auf die es hier ankommt, werden: 

ccp + ßq + yr-h. . .. 



n 

voder gleich dem Fehler des Mittels, wenn man alle durch die n 
Untersuchungen gefundenen Fehler einzeln nimmt, und ihre Summe 
durch die ganze Anzahl der Untersuchungen theilt. 

§ 20. Wollte man hier wenigstens genähert den dazwischen 
liegenden Fehlem, denen das Instrument ausgesetzt sein kann, 
ebenfalls Rechnung tragen, so hätte man nur auf einer unbestimmt 
verlängerten geraden Linie Abscissen aufzutragen, welche den ge- 
fundenen Fehlern p, g, r etc. wie in § 17 proportional sind, und 
nachdem man mit ihnen Ordinaten verbunden hätte, welche den 
Gröfsen a, 6, c etc. proportional sind, hätte man durch die End- 
punkte derselben eine parabolische Linie zu ziehen. Dann würde 
man den Schwerpunkt des Flächeninhalts der ganzen Curve zu 
suchen haben, und die Senkrechte, aus diesem Schwerpunkte auf 
die Abscissenaxe gefällt, würde auf dieser eine Abscisse abschnei- 
den, welche die Correction des Instrumentes gäbe. 

Man sieht, wie man auf diese Weise a posteriori das Gesetz 
finden kann für die relative Häufigkeit (facüit^ der Fehler eines 
Instrumentes. 
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Bis hierher ist der Inhalt der Abhandlung von Lagrange, voll* 
ständig übersetzt, wiedergegeben. Die folgenden Paragraphen be* 
handeln dieselben Fragen, welche bei dem jetzt gültigen Gesetze 
der Wahrscheinlichkeit der Fehler ganz in derselben Form aufge- 
worfen werden und nur nach der bestimmten Form bequemer ge- 
löst werden können, mit einer für die Praxis hinreichenden Schärfe, 
als Lagranga es bei der nicht bestimmten Form des Gesetzes der 
Wahrscheinlichkeit gethan hat. In § 21 untersucht er die Grenzen 
der Sicherheit, mit welcher man aus der wirklich vorgekommenen 
Anzahl bestimmter Fehler auf ihr gesetzmäfsiges Vorkommen 

schliefsen kann, oder nach der Bezeichnung im Problem VI, aus 

et cc 

— auf — etc. Er nimmt dann in § 22 n sehr grofs an und mo- 
n s ** ® 

diflcirt darnach die Ausdrücke. Die §§ 23, 24, 25 enthalten Hülfs- 
sätze, welche die Lösung des Problems VII vorbereiten. In die- 
sem nimmt er an, die Fehler bei jeder Beobachtung seien möglich 
innerhalb der Grenzen — « und + ß, und zwar mit gleicher Wahr- 
scheinlichkeit für alle Gröfsen —«..., — 2, — 1, — 0, + 1, -t- 2 . . ., 
+ ß, und untersucht die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers des Mittels 

±-^ oder eines Fehlers innerhalb der Grenzen — ^^ und +-^. 
n n n 

Er nimmt dann in § 27 die Zahl n wieder sehr grofs an. Hierauf 

folgt das Problem VIII, wo die Anzahl der Fälle, in welchen die 

Fehler 

— ö), ... — 2, —1,0, +1, +2, 4- a> 

stattfinden können, respective den Zahlen 

1,2,3...., a + 1, ...3, 2, 1 

proportional gesetzt werden, und hierauf die Lösung derselben 
Aufgabe wie in Problem VII angewandt. In den §§ 31 und 32 
wird der specielle Fall grofser Zahlen erläutert und verwandte 
Betrachtungen daran geknüpft. Die §§ 33—38 enthalten Lemmen, 
welche als Vorbereitung zu dem Problem X dienen. In diesem 
wird ganz allgemein angenommen, es seien die Beobachtungen allen 
Fehlem zwischen —p und + q unterworfen und das Gesetz d^r re- 

Eacko'B AbhandL IL 15 
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lativen Häufigkeit derselben gegeben, man sacht die Wahrschein- 
lichkeit eines Fehlers des Mittels zwischen bestimmten Grenzen. 
Ffir das Gesetz nimmt Lagrange in zwei Beispielen znerst die 
Gleichheit der Wahrscheinlichkeit an, wie in dem Problem VII, 
nachher anch, dafs die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers ue ausge- 
drückt werde durch h{jp^ — m% wo p und — p die Grenzen dieses 
Fehlers sind. Dieses letztere Beispiel, welches Lagrange in § 43 
für das einfachste und natfirlichste erklärt, ist merkwürdig, weil 
es das erste Glied der Entwickelung des jetzt gültigen Gesetzes 
enthält und folglich als ein erster Schritt dazu betrachtet werden 
kann. Endlich im Problem XI nimmt Lagrange für das Gesetz 
die Form a cos a an, mit welcher Lösung die Abhandlung schliefst. 

Man sieht, dafs in dieser Abhandlung auf eine höchst einfache 
und elementare Weise die Grundlage unserer jetzigen Eechnungs- 
form gegeben ist, und dafs namentlich in § 17, durch die Zurück- 
fuhrung auf den Schwerpunkt und die Annahme, dafs die Zahl, 
welche angiebt, wie oft ein bestimmter Fehler eintrifft, mit den 
Gewichten, die Gröfse der Fehler mit den Entfernungen zusammen- 
gestellt wird, eigentlich die Methode der kleinsten Quadrate aus- 
gesprochen ist. Die Betrachtung einer der vielen Eigenschaften 
des Schwerpunktes würde sie unmittelbar gegeben haben. Dabei 
ist die Abhandlung keineswegs, wie man aus der Stelle, wo Lacroix 
sie citirt, allenfalls hätte vermuthen können, astronomisch, sondern 
so rein mathematisch gehalten, dafs sie Jeden anziehen wird, wenn 
er auch mit der Astronomie sich nicht bekannt gemacht hat. 

Die Betrachtungen, welche Lagrange anstellt, um den Fehler 
eines Mittels aus n Beobachtungen, deren jede einem bestimmten 
Complexus von Fehlem unterworfen ist, zu bestimmen, lassen sich 
ohne alle Aenderung geradezu auf die Fehler einer einzelnen Beob- 
achtung anwenden. Wenn der Fehler des Mittels aus n Beobach- 
tungen — ist, so ist die Summe der mit n Würfeln geworfenen 

Augen = /i*. Man sehe also dieses /* an als den Fehler, der her- 
vorgegangen ist aus dem Zusammentreffen von einer gewissen An- 
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zahl von positiven und negativen Qröfsen, die jede dadurch ent- 
standen ist, dafs eine Zahl von Ursachen, in verschiedenen Ver- 
bindungen mit einander oder mit verschiedenem Einflüsse, gewirkt 
haben. Es werden dann die Fehler-Quellen, mögen sie nun in den 
Oeistesthätigkeiten und ihrer gröfseren oder geringeren Anspannung, 
oder in der Form der Instrumente, oder in ihrem Material, oder 
in den äufseren Umständen liegen, sehr schicklich durch die Würfel 
repräsentirt werden, und die verschiedene Gröfse der Irrthümer, 
welche aus jeder Fehler-Quelle, unter verschiedenen Verhältnissen 
entsteht, falle sie nun positiv oder negativ aus, durch die Anzahl 
und Bezeichnung der Seiten der Wärfei mit positiven und nega- 
tiven Zahlen, je nachdem bei der Fehler-Quelle, welche durch den 
Würfel repräsentirt wird, die Fehler von verschiedener Gröfse, 
und in irgend welchem von der Gröfse der Fehler abhängigen Ver- 
hältnisse der Zahl nach vorkommen können. Wäre die Anzahl der 
Fehler-Quellen bei einer bestimmten Gattung von Beobachtungen 
bekannt, und wüfste man, welche Gröfse bei jeder Fehler-Quelle 
die Fehler erreichen können, sowie die Häufigkeit des Vorkommens 
eines jeden, so würde a priori der Fehler einer Beobachtung sei- 
ner Wahrscheinlichkeit nach bestimmt werden können, wenn man 
die Wahrscheinlichkeit des Werfens einer gewissen Summe von 
Augen mit einer solchen Anzahl von Würfeln berechnete. 

Wenn hierdurch das Problem der Anwendung der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf Beobachtungen auch auf eine bei den 
andern Anwendungen gebräuchliche Form zurückgeführt ist, so wird 
man deshalb doch das Problem a priori nicht lösen können, weil 
sowohl die Anzahl der Fehlerquellen (oder der Würfel), als die 
Anzahl und Bezeichnung der Seiten jedes Würfels (oder die Gröfse, 
das Zeichen und die Häufigkeit des Vorkommens eines Fehlers, 
sofern er aus der bestimmten Fehler-Quelle entspringt) gänzlich 
unbekannt ist, und auch wohl für immer bleiben wird. Allein es 
kann doch ein gewisses Interesse haben, nachzusehen, ob unter den 
verschiedenen Arten des Würfelspiels es nicht eine giebt, bei wel- 
cher das Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Fehler, wie wir es 

15* 
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jetzt annehmen, entweder strenge oder doch mit hinlänglicher An- 
nähemng fflr die Praxis, unmittelbar auf die Anzahl der geworfenen 
Augen sich anwenden läfst Es gewährt diese Untersuchung, wenn 
sie auch nichts beweisen kann, doch die Möglichkeit, sich die Ent- 
stehung der aus so vielen Ursachen hervorgehenden Fehler zu er- 
klären. 

Eine solche Untersuchung findet sich, nur in einer von der 
gegenwärtigen etwas verschiedenen Form, ausgeführt in dem vor- 
trefflichen Buche des Herrn Geheimen Ober-Bauraths Hagen: 
„Ueber die Wahrscheinlichkeits-Rechnung." Nach dem 
Zwecke seines besonders ftlr Feldmesser bestimmten Buches hat der 
Verfasser sich darauf beschränkt, aus einfachen Betrachtungen der 
Combinationslehre nachzuweisen, dafs das fUr die Beobachtungen 
gültige Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Fehler bei einer grofsen 
Anzahl von Würfeln (um die hier gewählte Form beizubehalten) 
dargestellt werden kann durch das bekannte Spiel Bild und Schrift 
(oder croix et pile\ wenn man die eine Seite des hier stattfindenden 
zweiseitigen Würfels (oder einer Fläche von äufserst geringer Dicke) 
mit + a, die andere mit — « Augen bezeichnet denkt, und diese 
Bezeichnung in derselben Art und Gröfse bei allen Würfeln an- 
nimmt Will man dieses Bild verfolgen, so kann es von Interesse 
sein, bestimmt nachzuweisen, wie grofs wohl etwa die Zahl der 
Würfel (oder Fehler-Quellen) sein mufs, wenn mit jedem nur ent- 
weder -+- a oder — a Augen geworfen werden können (oder jede 
Fehlerquelle nur einen positiven oder negativen Fehler von gleicher 
Gröfse bewirken kann), damit sich das für die Uebereinstimmung 
der geworfenen Augen mit dem angenommenen Gesetze der Wahr- 
scheinlichkeit der Beobachtungen erreichen lasse, was wir bei der 
meistens beschränkten Wiederholung der Beobachtungen, der Er- 
fahrung gemäfs, aus den wirklich gefundenen Fehlem als überein- 
stimmend mit dem angenommenen Gesetze direct nachweisen kön- 
nen. Hiezu bedarf man einiger Sätze, die unter andern in Eulers 
Introductio und seiner Differentialrechnung vorkommen, und 
die ich hier mit kurzer Andeutung der Beweise vorausschicken werde, 
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um Alles zusammen zu haben, was an sich zwar sehr bekannt, doch 
vielleicht im Augenblicke nicht gleich gegenwärtig sein möchte. 

I. Der erste Satz ist äer schon oben angefahrte Ausdruck von 
Wallis für die Zahl n. Euler leitet ihn daraus her, dafs in der 

Gleichung 

sin a? = « — "i »r^ + T^Tj ^ — h ... = 

die reellen Wurzeln stattfinden 

a? = 0, =dt^, =±27r, =±37r etc., 

so dafs die Factoren (a?=Fm7r), oder \l^^-—\, für jede ganze 
Zahl tn, in dem Ausdrucke von sin x enthalten sein müssen, oder 

SlB.-.(l^^){l.^)(l^^).... 

gesetzt werden kann, welches sich auch schreiben ISXst 

"~ \ nn I \ AiTcnj \ 9nn/" 

Setzt man a = -^ — » so wird 

• ^^ — ^^ /2w— m\ /2n-hm\ / 4n—m \ / 4n+m \ /6n-~w \ /6n4-m\ 
^"^ "2;r" ■2w \2nr') \2^) \~in~) l"4^/ \ön~} ["ÖrT)" 

wonach man auch, wenn man m mit n — m vertauscht, wegen 

sm -^ — ^r-^ — = sm U TT — ^ — = cos -5 — 
schreiben kann 

mn ^Tt fn—m \ /n+m \ / 3n— m X / 3n+m \ /5w— m\ /5n-f-w\ 

^^^ ■2;r""T l^T"; \2r) \2^) \i^) \~4^/ 1~6^/" 

Man kann aber auch, weil cos o? = wird, für a: = ± ^tt, d: ^^r, 
d:i^... etc. den Cosiuus ausdrücken durch 

— ('-^) (^-^) ('-If) (^-^)- 

oder wenn »Biunmt.-^ 
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tu 7t 
Dividirt man diesen Ausdruck von cos -^ — in den eben erhaltenen 

hinein, so wird man erhalten 

1 = 

oder 



7t 


1 


3 


3 


5 


5 


2 


2 


■ 2 • 


4 


4 


6 ••• 


jt 


2 


2-4 


.4- 


6-6. 


,, 


2 


1 


■ 3.3 


• 5. 


5.7. 


,, 



WO die geraden und ungeraden Zahlen im Zähler und Nenner in 
das Unendliche fortgehen mässen. Es findet nur der Unterschied 
bei den Quadraten beider Zahlengattungen statt, dafs, wenn bei 
einem vollständigen Quadrate bei einer Gattung abgebrochen wird, 
bei der andern nur der einfache Factor der correspondirenden Zahl 
mitgenommen werden darf. Oder wenn n sehr grofs ist, so wird 
mit beträchtlicher Näherung 

TT ^ 224 4>6'6 (2n — 2)2y^ 

2 1.3.3-5.5.7...(2n-l)(2n-l) 
und daher 

TT ^ /2'4'6'8 2n \^ 1 

2 ~"U-3-5-7...(2n-l)/ ' 2n 

welches für lim w = <» völlig strenge ist. 

n. Der zweite Satz betrifft den Werth der Summe von den 
reciproken Werthen der geraden Potenzen der natürlichen Zahlen, 
oder wenn man 



. 1 1 1 _r 1 1 

i+22"^32"^4^"*"-"["^J 



1 JL JL 

■^24"^ 3* 

bezeichnet, die Eeihen immer in das Unendliche fortgesetzt ge- 
dacht, oder überhaupt 

1 J_ J_ J_ _r 1 1 

^+ 22»"^ 32»"^ 42» "^ [m2» I 
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die Werthe dieser Gröfsen. Ealer leitet sie daraus ab, dafs, wenn man 
den obigen Ausdruck von sin x durch Factoren logarithmisch schreibt 

und dann differentiirt, man erhält 

1111 1 

COtga? = 1 ; 5 h--5 ; ... 

° X n — x n + x 2n — x zn + x 

Setzt man also x^un, so wird 

11111 
^ u 1 — u 1 + u z — u 2 + t« 

1 2u 2u 2u 



U 1-W2 4_^2 9_^2 — 

^^^^ 1 ^ . 1 1 1 

Entwickelt man hier 

1 1^1 2 , J_ 4^ 1 ^ 

4_^2 - 22 "*" 2* ^ 2« ^ 2» ^ '" 

1 1^ J_ 2 J:, 4 JL 6 

9_t^2 - 32 + 34 ^ + 36 ^ + 38 ^ ••• 

so erhält man nach der Summirung 

Man kann den Werth der Oröfse linker Hand anch daraus her- 
leiten, dafs 

<iOBiu=^l-^-^u^ + j:^-^u*- 1.2.3^4.5.6 '^"'- 

• 1 _1 1 1 a . 1 1 6 1 1 , 

siniw-itt-j^g^g.gä« +1.2.3.4.5 '26" "1.2.3.4.5.6.7 '2^** •" 



folglicli 

iu cotg i« = 



«2 tt* M« 

"^T"*" 2.4.6.8 2.4.6.8.10.12 ••• 



"4T+ 4.6.8.10 ~ 4.6.8.10.12.14 
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Setzt man diesen Brach nach seiner Entwickelang 

^l — AiU^ — Ä^u^-'A^u^,... 
und vertauscht u mit 2u7r, so erhält man 

U7icotgun^l'-2^n^AiU^ — 2^Tt^A2U^ — 2^n^A^u^... 

und daraas 

1 n 
-g— 5- — -5— cotg un = 2n^Ai + 2*7r*u42W* + 2^7t^A^u'^.... 

Durch Yergleichung beider Werthe der links stehenden Gröfse wird 

Es wird deshalb zur Bestimmung der — ^T ^^^ erfordert, dafs 

die Coefflcienten der Reihen-Entwickelung von in cotgiw bestimmt 
werden. Setzt man 

s = i cotg iw 

woraus ds = . ^^^ = — ^ dw (1 + 4ss) 

sin "jW 

oder —3 h 1 + 4:88 ^ 



tite 



so erhUt man wegen 



1 



s « AiU — A^u^ — A^vJ^., . 

w 

wenn man hieraus -j— und 5s ableitet, zur Bestimmung der A die 
Bedingungsgleichung 

= 1 - 3.4i - (5^2 - A^) w2 - (7^3 ~ 2^1 ^2) w* 

-(9^4 — 2-4l^8-^2^)^*•••• 
und folglich, indem man die Coefflcienten jeder Potenz von u gleich 
Null setzt: 
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^1' 



12 



^- 5 - 
2ArA 



1 
720 



^8 = 



Ät' 



7 30240 

2^1^8 + ^28 



etc. 



9 1209600 

Das Gesetz der Bildung dieser Wertbe, wenn man sie weiter 
fortsetzen wollte, würde sich so aussprechen lassen, dalJs man jeden 
Index, der za einem zn bestimmenden Ä gehört« so oft in zwei 
gleiche oder ungleiche Factoren zerlegt als es angeht, die Ä, die 
zu diesen Factoren gehören, mit einander multiplicirt, und bei den 
ungleichen Factoren den Factor 2, bei den gleichen 1 als Factor 
nimmt. Die Summe dieser Producte ist der Zähler, die auf den 
doppelt genommenen Index des zu bestimmenden Ä folgende unge- 
rade Zahl der Nenner des Bruches, welcher den neuen Werth giebt. 
Hieraus folgt 

»»2 J 6 



1 " 


TT* 


m* 


~ 90 


' 1 ] 


TT« 


in« 


^ 945 


1 " 


TT« 


W8 


9450 


1 "1 


TT»« 


mW 


~ 93555 



etc- 



III. Der dritte Satz ist die Summationsfonnel, welche die 
endliche Summation einer Reihe discreter Glieder ans dem Inte- 
grale und den Differentialen der Function finden läfst, wodurch das 
Gesetz der Reihe ausgedrückt wird, der üebergang vom Endlichen 
zum unendlichen, welcher bei meiner früheren Darstellung zu einem 
Mifsverständnisse Veranlassung gegeben hat, und den ich deshalb 
ebenfalls vollständig ableiten werde. 
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Nach dem Taylor'schen Lehrsätze hat man, wenn dm'ch 
f^ix + mtoi) der Werth von J\ bezeichnet wird, nachdem man 
darin statt x den Werth w + mta substituirt hat: 

/•(a;) = /"(^ + «) — Ol /•' (a? + w) + icöY" (^ + ^) — i«V" (« + «) + - 
nnd ebenso 

Setzt man dieses fort bis zu 
f{x-\'{n--l)ti3i)=^f{x+nüi)-'0iif\x+nm)+\m^^ 
und bildet die Summe dieser Gleichungen, so wird erhalten: 

. f{x)^f{x+n(o)--m2flx+m(o)+io^2f'lx+mcd^ 
und folglich 

m = l...n m = l...n w = l...» 

(o2f{x+m(o)=^f{x'hn(o)-f{x)'h^ca^2f'*lx'i-mcd) — ^a>^2f''{^^ 
Ganz analog wird auch sein 

m = l...n m = l...n m = l...n 

(o2f'{x+m(a)=f(x+nai)—f{x)+i(ü^2f''(x+mai)—:^c(i^2^^ 

i» = l...» m = l...n m = l...n 

m = l..,n 

u. s. w. Um hier die 2f{x + m(isl) blofs durch fix + naat)^ f{x) und 
die dazu gehörigen Differentiale ausgedrückt zu erhalten, multipli- 

m = l...n 

cire man die zweite Gleichung für (oJSf\x+mco) mit ««, die nächste 
mit ßco^, die folgende mit r^^ u. s. w., nehme die Summe aller Pro- 
ducte und bestimme die cc ß y etc. nachher so, dafs die andern 
Summen, ausgenommen die Yonf(x + m(o\ verschwinden. Man er- 
hält dann zuerst: 

m = l...ti m = l...n 

m = l...n 

+ 0? - -i« + 1) «3 2f"' (x + m<o) 

m = l...n 

+ — 
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+ r«» (/*"(;» 4- WO)) - f"(a:)) 
+ 

Wenn folglich gesetzt wird 

SO bleibt auf der linken Seite allein das erste Glied. Bestimmt 
man aus diesen Gleichungen die Werthe von et ß y etc., so erhält 
man a = i, ß = T^i r = 0» ^ = — tIü etc., und überhaupt alle 
Coefflcienten, die auf der linken Seite bei den geraden Potenzen 
eintreten, gleich Null, a ausgenommen. 

Zur Erläuterung dieses Umstandes und der Bestimmung der 
Coefflcienten überhaupt dient die Bemerkung, dafs die Entwickelung 

des Bruches 

1 

eine Reihe geben wird, in der die « /? r • • • in derselben Ordnung 
vorkommen, nämlich 

v^l + au + ßu^ + yu^-fr du*. . . 

wovon man sich durch Multiplication des Nenners mit dieser Reihe 
sogleich überzeugt. Da nun 

1 — e~^ 
und also = 1 — Aw + iw^ — li^w^.... 

so wird v = -z —7 ^^^ p — iu = iu 



1 — e-» ^ ^ 1 — er-^' 

Da cc= i^ so kann man hiernach schreiben 

1 4- €^*^ 
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und durch eine leichte Transformation 



v — au^iu* 






^ 1 + ^2) "^ 2»3>4 (2/ "^ 2>3-4>5>6 (2J '" 

^ 2.3 V2/ ^ 2.3.4.5 \2/ ^ 2.3.4.5.6.7 I2/ •'•* 

Es fallen deshalb in v — au alle ungeraden Potenzen von u weg, 
weshalb die Coefficienten r« ^9 etc. Null sein müssen. Wenn aber 

so wird auch, wenn man in dem Ausdrucke von v — au statt u 
einfahrt wV — 1, die dann hervorgehende Reibe werden 
= 1-/^^2 + du*- fw«... 

und da durch die Vertauschung von u mit w V — 1 der Ausdruck 
von v — au 

oder iti wird 

= iwcotgiw, 
wofttr oben die Reihe angenommen ist: 

iw cotg it* = 1 — i4i w^ — ^2^* — ^3«®. . • 
und die A bestimmt sind, so hat man sogleich: 

Es wird daher die Summationsformel 

m = l...n 

«l"/^ {a + ma>) == /"(^ + wo») — f{x) + ^cö (/* (^ + ww) — /*(«)) 

4-^ia)2(/^'(^ + n<ö)-/*'(a;)) 

Da f{x)^-^^^ so wird auch f{x)=^^f{x)dx, und folglich 
/* (a? + w(ö) — fix) = J /* (ic) da?. Vermindert man deshalb alle Accente 
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um eine Einheit, was gestattet ist, da diese Relationen nnr die 
successiven Diflferentiationen bedeuten, so erhält man 

m = l...n r* 

co2f{x + m«) = I f{x)dx 4- i« {f{x 4- nw) — f{x)) 
^ -I- ^i«2 (f {x + n(o) — f{x)) 

wo Ai=j\, -42 = Tin» -43 = ^^^^^... etc. Um die Convergenz be- 
urtheilen zu können, setze man für die A ihre Werthe durch 



so erhält man: 



-no» 



m = l,..n r 

(o2f{x 4- mfo) = I f{x)dx 4- i« (/"(a; -h w«) — f{x)) 

Da die Gröfsen — ^r ®^^^ ^^* wachsendem i immer mehr der 
Einheit nähern werden, so wird, abgesehen von den Diflferential- 
quotienten, jedes folgende Glied sich sehr bald dem Werthe nähern, 

dafs sein Coefflcient gleich wird ^2 2 ^ multiplicirt mit dem Coeffi- 

cienten des vorigen Gliedes, oder die Convergenz der Coefficienten 
der Differentialquotienten sehr bald so sein, dafs sie eine geo- 
metrische Reihe bilden, deren Exponent =iiy<ö^ etwa ist. 

Diese Form der Summationsreihe scheint ansprechender als 
die durch die Bemouillischen Zahlen, die eine stark divergirende 
Reihe bilden, sobald man zu den späteren Zahlen kommt Eine 
Eigenschaft, die wegen des Zusammenhangs derselben mit den 
Coefficienten A nothwendig verbunden ist. Es ist nämlich die nte 
Bernouillische Zahl P„ dadurch gegeben, dafs 

P„ = 2w.(2n-l)(2n-2)(2n-3)....3.2.1.^. 
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IV. Der vierte Satz, der mit Hfilfe des vorigen abgeleitet 
werden kann, ist die Formel von Stirling, das Prodnct einer grofsen 
Zahl aufeinander folgender natürlicher Zahlen zu bestimmen. Zu- 
erst Sache man die Summe ihrer Logarithmen. Es wird hier 
fix)=\gx, folglich 

Cf{x)dx ^x\gx — x 

/'(»)=+^,r(«=)=-^,rw=+^...r(*)=-^^etc. 

Das Intervall a> wird hier =1, der Anfangswerth lg 1, der End- 
werth sei Ig x. Die Gröfsen, welche sich auf den Anfangswerth 
beziehen, fasse man in eine einzige Constante zusammen, so hat 
man nach der Summationsformel: 

Vi'' 1 ,1 X 1 >• 1-2 . 1.2.3.4 

2\gx=^x\gx-X'\-\\gx + A^—--A^—^'^A^ 



x^ 
-f- Const. 

Zur Bestimmung der Constante dient der Ausdruck für 7t von 
Wallis, nach welchem für lim a; = 00 

n_ ^ / 2'4.6...2ag \^ 1 

2 "~ll.3.5...(2a;-l)/ 2x 

Es ist folglich für lim a; = 00 

lg7r-lg2 = 2.(lg2 4-lg4 + lg6... + lg2a?)-lg2Ä: 
- 2 • (lg 3 4- lg 5 + . . . + lg (2 ic - 1)) 

Die obige Formel giebt aber für lima; = oo 

1...00 

2\gx = x\gx — x-{'\\gX'\' Const. = (a? 4- i) lg ä; — ä; + (7, 

woraus 

iig 2x = (2aj 4- i) lg 2a: — 2a: 4- C 

= (2a: 4- i) lg a: 4- (2a? 4- i) lg 2 -2a: 4- (7. 



Die Summe der Logarithmen der geraden Zahlen wird 

1...00 
4-lg2a: = ^lga:4-a:lg2 

= (a? 4- 4 ) lg a: 4- a: lg 2 — a: 4- (7, 



Ig2 4-lg4...4-lg2a: = -^lga:4-a:lg2 
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folglich die der ungeraden Zahlen, wenn man diesen Werth von 
dem vorigen abzieht 

lg 3 + lg 5 + . . . + lg (2 a? — 1) = a? lg ä; + (o: -h i) lg 2 — 0? 

7t 

und wenn man beides in Ig-g" substituirt, 

Ig^ — lg 2 = (2a; +1) lg a; + 2a? lg 2 — 2a; + 2(7— lg a: — lg 2 
— 2 a; lg a? — (2 a; -h 1 ) lg 2 + 2 0? 

oder lg7r-lg2 = 2C-21g2 

Const. = ilg27r 

Für briggische Logarithmen wird 

lg V 2^= 0,3990899. 

Nach dieser Ermittelung des Werthes der Constante hat man voll- 
ständig für briggische Logarithmen, wenn M der Modulus des 
briggischen Systems ist: 

^lga;=lgV2^+(a; + ^)lga;-Jtf|a;-^i — +^2^-J3 ^, ....| 
Geht man nun zu den Zahlen über, so wird das Product 

1.2.3...aj = V2;^-^-^e * '' ^' 

1 1.1 



oc^'^^ 1^'- 






Mit Hülfe dieses Satzes läXst sich die zu untersuchende Hypothese 
für jede Anzahl von Fehlerquellen oder Würfeln prüfen. 

Die Aufgabe kann so gefafst werden: Es sei eine Anzahl 2n 
Würfel gegeben, von denen jeder nur zwei Seiten hat, auf der 
einen mit + «, auf der andern mit — « bezeichnet. Man sucht die 
Wahrscheinlichkeit für einen bestimmten Wurf 2m a. 

Es sind hier, was ohne Nachtheil geschehen kann, eine gerade 
Anzahl von Würfeln angenommen, um die Möglichkeit eines Wurfes 
Null, und ein gröfstes mittelstes Glied bei der Entwickelung eines 
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Binoms zu erhalten. Ans der Bezeichnung mit + a und — a folgt 
damit, dafs die Zahl der geworfenen Augen jedesmal nur um Viel- 
fache von 2 a von irgend einer andern verschieden sein kann. 

Nach dei*selben Art, wie Lagrange die Aufgabe behandelt, ist 
die Anzahl der Fälle für jede Zahl von Augen gegeben, wenn man 
(a;-«4-ar*-«) auf die Potenz 2w erhebt Der Coefflcient irgend 
einer Potenz 2ma zeigt an, wie viele Fälle stattfinden, wo 2mo( 
Augen geworfen werden, und diese Zahl dividirt mit der Anzahl 
aller Fälle = (1 + 1)2» = 22«, gjebt die Wahrscheinlichkeit des 
Wurfes 2wa. Nach der gewöhnlichen Entwickelung wird 

2n.(2n^l)...(n+2) , 2/B>(2n-l)...(n+l) . 
■^ 1 2 (n-l)"^ "^1 2 n ^ 

2n.(2n-l).,.(n+2) 
^ 1 2 n ^ ' — 

+ 2n>(2n-l) ^(2n-4)« + 2nxg»-2)«4-a;2n« 

Der gröfste Coefficient, wenn man die Coefflcienten mit y und dem 
zugehörigen Exponenten von x als Accent genommen bezeichnen 
will, wird nach Lagrange's Ableitung sein: 

^ 1'2>3 2n 

^^ I.2.3.W. 1-2. 3. .n 

gehörig zu der Zahl der Augen Null, und zu jeder positiven oder 
negativen Zahl der Augen 2ma, wird gehören 

1«2«3.,. 2w 

^^"*" "" 1.2...(n~m)1.2.3...(n + m) 

Wendet man die Formel von Stirling auf den Zähler von ^o 
an, so wird der Zähler: 

1.2.8...2„.V2S.(2„)'»-'.-{l+^+3j^-jj^...} 
und jeder Factor des Nenners wird 
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111 139 1 

folglich wird 

_ 22» f. 1^ 1 5 \ 

^^^ v{nn) r 8n "^ 128^^ "^ 1024^3 •-/ 

oder die Wahrscheinlichkeit des Wurfes Null, wenn sie durch tp (0) 
bezeichnet wird, ist 

__l^f J_ 1 5 \ 

^^^^" \/{nn) r 8w "*" 128n2"^ 1024w •'•/ 

Anstatt y^moi selbst zu suchen, sucht man etwas bequemer 

y^mvL 1*2*3 .'••n*l*2*3.... n 

~~y^ 1 • 2 • 3 ... (w — m) 1 • 2 • 3 ... (n + m) 

Die Formel von Stirling hierauf angewandt, giebt 
j^ 1 1^ 

oder 

2/0 



2/0 \n—m) U+m/ 

Da allgemein a;«=e ^, so kann man wegen 

wenn man den ersten Logarithmen mit (n + i-— m), den zweiten 
mit (n + i 4- w) multiplicirt und beide Producte zusammen addirt, 
setzen: 

n—m) \w + w/ 

= e n "^"^ n« 6 n»"** 4 n**" 
Encke'0 AbhandL II. Xg 
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AuTserdem ist 

1 n m^ _ m^ w* 

n n^ — m^~ n{n^ — m'^) ~ n^ rfi 

1 n« + 3nw2 6ma 



+ 



SO daXs, wenn man Alles zusammennimmt und nur bis zu den 
Gliedern, die n^ im Nenner haben, die Entwickelang fortsetzt, 
man erhält 






-{ 






Das Verhältnifs zwischen der Wahrscheinlichkeit eines Wurfes 
zu der eines andern kann in der Praxis nur dann ein Interesse 
haben, wenn es kein allzu kleines ist, da bei der wirklichen An- 
wendung niemals eine so grofse Anzahl von Versuchen gemacht 
wird, dafs man irgendwie bei sehr kleinen Wahrscheinlichkeiten 
Theorie und Erfahrung vergleichen könnte. Hiemach wird für 



m- 



2 



alle hier zu beachtenden Fälle — nur eine kleine Zahl sein dürfen, 

n 

wie grofs auch n sein mag. Man setze deshalb 

wo p nicht einmal = 3 angenommen werden kann, wenn man nicht 
Wahrscheinlichkeiten mit einander vergleichen will, von denen die 
eine fast 0,0001 der andern ist. Es wird dann 

oder wenn man jetzt den Werth von V'w einführt 

Wenn p merklich ist, da es überhaupt kaum > 2 angenommen 
werden kann fftr die Fälle der Praxis, so wird V' (2 we«) wegen e"^^ 
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ZU klein, als dafs der letzte Factor irgend nocli in Betracht kom- 
men könnte, sobald n eine etwas grofse Zahl ist. Für den Wurf 

Null wird der Factor (1 — -^,...), selbst wenn n nur =30 an- 
genommen würde, die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit nur so 
wenig ändern, dafs für den gegenwärtigen Zweck er völlig bei 
Seite gesetzt werden kann. 

Man kann deshalb, mit völlig hinlänglicher Näherung, fär die 
Wahrscheinlichkeit eines Wurfes von 2ma Augen annehmen 

1 — ^ 

Wendet man jetzt dieses Resultat auf die Beobachtungen an, 
nennt 2ma einen beliebigen Fehler, der aus 2n Fehler-Quellen 
entsteht; von denen jede nur entweder einen Fehler — oc oder einen 
Fehler + « bewirken kann, aber auch in jedem Falle einen von 
beiden bewirkt, so sei 

2ma = A 2na = M 

also M der möglichst gröfste Fehler, wenn alle Fehler-Ursachen 
auf eine Seite fallen. Es wird dann 



^ AA 



Setzt man also 



so wird 



t/;(A) = e ^2« 



-j^=r^ — = hh oder — = (A • 2«)^ 
M2a n 






für den Fall, dafs die Fehler um die Gröfse 2a sprungweise 
wachsen. Bei einerlei « verhalten sich folglich, bei verschiedenen 
Gattungen von Beobachtungen, die h umgekehrt wie die Quadrat- 
wurzeln aus den gröfstmöglichsten Fehlern, oder die Quadratwurzel 
aus der Anzahl der Fehler-Ursachen, die dabei concurriren. 

Da zwischen k{2a) und {k-hl)2a keine Fehler vorkommen 

le* 



Digitized by 



Google 



244 Ueber die Anwendung 

können, so lange man discrete Fehler annimmt, so mafs die für 
k{2a) gefundene Wahrscheinlichkeit f&r den ganzen Baum von 
{2k — l)a bis (2A;+l)a als geltend angenommen werden, wenn 
man zu continairliehen Fehlem fortschreiten will, woraas, wenn 2 a 
unendlich klein » ä A angenommen wird, sich von selbst ergiebt, dafs 

die Wahrscheinlichkeit der Fehler ausdrückt, die zwischen A und 
A + (2A liegen, wenn die Fehler als continuirlich angesehen werden. 
Die Hypothese, welche der HeiT Geheime Oberbaurath Hagen, 
nicht zum Beweise, sondern zur Veranschaulichung des Gesetzes 
der Wahrscheinlichkeit der Fehler aufgestellt hat, empfiehlt sich 
in mehrfacher Hinsicht fflr diesen Zweck. Sie läfst gewissermafsen 
ahnden, wie auch bei den Fehlern der Beobachtungen eine gröfsere 
Anzahl von Elementen, bei denen wir absolute Buhe voraussetzen, 
durch ihre Schwingungen, wie sie überall in der Natur sich finden, 
die gröfseren und kleineren Fehler bewirken können. Selbst das, 
was dabei am befremdendsten erscheinen kann, dafs jedem Ele- 
mente eine gleich grofse Schwingung beigelegt wird, ist näher 
betrachtet nicht so auffallend, als es zuerst erscheint. Jede Thätig- 
keit, sei es des Körpers oder Geistes, bedingt das Zusammen- 
wirken einer so unendlich grofsen Anzahl von Theilchen, dafs, 
wenn über die Zahl derselben, wie hier, nichts festgesetzt wird, 
die Unterschiede in ihren Wirkungen, deren jede eine geringe ist, 
als verschwindend in dem Endresultat angesehen werden können. 
Man erhält so das Bild, als werde die Wahrheit durch eine gerade 
Linie vorgestellt, deren elementare Theile wir nie völlig an ihrer 
richtigen Stelle wahrnehmen können, sondern entweder nach der 
einen oder nach der andern Seite hin abweichend, wobei der 
Ueberschufs der Abweichungen auf der einen gegen die andere 
Seite verglichen, unserm getrübten Blicke nie die richtige Lage 
wirklich erblicken, sondern nur, wenn er sich vernichtet, annehmen 
lassen, dafs das Bild, was wir gesehen, der Wahrheit nahe kom- 
men möge. 
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Zum Schlüsse erlaube ich mir noch auf eine Stelle in meiner 
früheren Darstellung zurückzukommen, die eine Mifsdeutung er- 
fahren hat Ich hatte 5p(A) deflnirt als die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers A bei discreten Fehlem, woraus von selbst folgt 

0...OO 

Bei dem Uebergange zu continuirlichen Fehlem hatte ich kurz er- 
wähnt, dafs man in diesem Falle diese Gleichung ersetzt durch 



j 





9)(A)ciA = l. 



Weniger einem Mifsverständnifs ausgesetzt wäre dieser Uebergang 
gewesen, wenn bei Annahme des constanten Intervalls zwischen 
zwei discreten Fehlern == « die Wahrscheinlichkeit eines discreten 
Fehlers =cö5p(A) angenommen wäre, woraus 

0...00 

:^(ö9)(A) = i, 

welches bei unendlich kleinem (o sogleich in das Integral übergeht. 
Es muis nämlich in dem Ausdrucke der Wahrscheinlichkeit eines 
discreten Fehlers die Gröfse der Intervalle nothwendig als Factor 
aufgenommen werden, da bei einer bestimmten Gattung von Beob- 
achtungen, für welche 5p(A) als gegeben angenommen wird, die 
Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Fehlers von der Grofse des 
Intervalls abhängt. Theilt man die Differenz zwischen der äufser- 
sten negativen und äufsersten positiven Grenze der Fehler — a bis 
+ a in wTheile, so dafs 2a = m<ö, und nimmt eine bestimmte An- 
zahl von Beobachtungen N an, so vertheilen diese sich auf m + 1 
Punkte bei discreten Fehlern, woraus sich die Wahrscheinlichkeit 
für ein bestimmtes A ergiebt. Hätte man dieselbe Differenz in 

2m Theile getheilt, so dafs 2a = 2m-^, so würden die N Beob- 
achtungen sich auf 2m + 1 Punkte vertheilt haben, und folglich 
die Zahl der Fälle, in denen ein bestimmtes A stattfindet, um so 
näher nur halb so grofs wie früher gewesen sein, je gröfser die 
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Zahl m oder je kleiner das davon abhängige <» ist. Es ist des- 
halb der Ausdruck f&r die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers A bei 
discreten Fehlem bestimmter zu nehmen » ta^iä) für das Intervall 
fi>, das letztere natürlich in denselben Einheiten ausgedröckt wie A. 
Diese Wahrscheinlichkeit erstreckt sich dann bei der Vorbereitung 
zu continuirlichen Fehlern und kleinem (o auf alle Fehler, die von 
A— i« bis A4-i<ö etwa stattfinden könnten. 

Es geht übrigens die Annahme «y(A) über in 9>(A) allein, wenn 
cö = 1 ist, oder wenn als Einheit bei dem Ausdrucke von A diese 
Oröfse (o angenommen worden ist, so dafs die in der früheren Dar- 
stellung angewandte Form ebenfalls richtig ist, sobald als Einheit 
bei A die Gröfse des Intervalls zum Grunde gelegt wird, um welche 
die discreten Fehler springen. 



Beitrag zur Begründung der Methode der kleinsten 

Quadrate.*) 

In den Turiner Memoiren T. V. pg. 167 seqq. findet sich eine 
Abhandlung von Lagrange: „Sur ViitiliU de la mSthode de prendre 
le müieu entre les risuUats de plusieurs observations^^ ^ welche jetzt 
weniger bekannt zu sein scheint, da sie nur einmal von Lacroix 
in seinem kleinen Lehrbuch über Wahrscheinlichkeitsrechnung er- 
wähnt gefunden wird. Die Behandlung der angedeuteten Aufgabe 
in derselben hat insofern ein grofses Interesse, als sie die An- 
wendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in eine solche Form 



•) Am 8. December 1831 hat Encke in der Akademie einen Aufsatz ge- 
lesen: „Ueber die Begründung der Methode der kleinsten Quadrate*', von 
dessen Aufnahme in diese Sammlung abgesehen werden konnte, weil Encke 
selbst in dem ersten in diesem Band enthaltenen Aufsatz den wesentlichen 
Inhalt der erwähnten Arbeit fast wörtlich wiedergegeben hat Siehe pag. 
12—15 dieses Bandes. Der oben abgedruckte Aufsatz ist aufgenommen 
worden, weil er wohl geeignet scheint, den Leser über Ziel und Zweck des 
vorhergehenden auf pag. 201 kurz zu orientiren. 
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bringt, wie sie bei anderen Anwendungen gebräuchlich ist, und 
sonach wesentlich zur Erläuterung dieses speciellen Falles bei- 
trägt. Bezeichnet man mit dem Namen Würfel solche Prismen 
von beliebig vielen Seitenflächen, bei denen auf irgend eine Weise 
vermieden ist, dafs sie auf die Endflächen fallen können, so fuhrt 
Lagrange die Aufgabe darauf zurück, dafs man die Wahrschein- 
lichkeit sucht, mit welcher man hoffen kann, bei einer beliebigen 
Anzahl von Würfeln, deren Seitenflächen mit negativen und 
positiven Zahlen, sowie auch der Null, bezeichnet sind, einen Wurf 
zu thun, bei welchem die Summe der obenstehenden Zahlen gleich 
Null wird. Er leitet hieraus durch Induction, aber sonst strenge, 
ab, dafs das arithmetische Mittel aus einer Anzahl von Beobach- 
tungen von gleicher Güte das wahrscheinlichste Resultat giebt, 
und knüpft an diesen Satz, den auch Gaufs bei seinen Arbeiten 
über die Theorie der Methode der kleinsten Quadrate einmal (in 
der Theoria motus corp. coel.) benutzt hat, Betrachtungen, die 
eigentlich die Methode der kleinsten Quadrate schon impliciren, 
wenn man sie etwas weiter verfolgt, wie z. B. die Analogie mit 
den Eigenschaften des Schwerpunkts, sowie auch der Gebrauch 
des Wortes „Gewicht eines Resultates" andeutet. 

Bei den ganz hiermit analogen Betrachtungen, welche unser 
Mitglied, Herr Hagen, in seinem Buche über Wahrscheinlichkeits- 
rechnung angestellt hat, läfst sich fragen, welches Würfelspiel 
unter den bekannten dasjenige sein würde, bei welchem die ver- 
schiedenen möglichen Würfe sich so vertheilen würden, wie die 
Fehler bei den Beobachtungen bei dem in neuerer Zeit ange- 
nommenen Gesetz. Herr Hagen hat gezeigt, dafs dieses der Fall 
sein würde, wenn man eine gröfsere Menge von Fehlerursachen 
annähme, von denen jede entweder einen positiven oder einen 
negativen kleinen Fehler, von gleicher Gröfse bei allen, zu be- 
wirken vermöchte. Es kann sonach die Art, wie die Fehler bei 
den Beobachtungen sich vertheilen, reducirt werden auf das be- 
kannte Spiel Bild und Schrift, wenn man die eine Seite der auf- 
geworfenen Münze mit einem positiven, die andere mit einem 
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negativen Fehler, von gleicher absoluter Gröfse, bezeichnet, und 
eine hinlänglich groüse Anzahl von Münzen jedesmal gleichzeitig 
aufwirft. Die Anzahl der MUnzen fällt zusammen mit der Anzahl 
der Fehlerquellen, und jede obenliegende Fläche giebt die Ein- 
wirkung an, welche eine einzelne bestimmte Fehlerquelle in einem 
bestimmten Falle ausübte. 

Untersucht man, wie viele solcher Fehlerquellen etwa erforder- 
lich sein möchten, um die Yertheilung so genau darzustellen, wie 
auch bei der am weitesten Erfahrung aus dieser abgeleitet oder 
als wirklich mit der Erfahrung übereinstimmend nachgewiesen 
werden kann, so findet sich, daTs schon bei 80 Fehlerursachen, 
deren jede immer entweder einen positiven oder einen negativen 
kleinen Fehler, und zwar beide sowohl unter sich als auch bei 
jeder einzelnen Fehlerursache von derselben absoluten Gröüse, be- 
wirkt, Alles erreicht wird, was irgend aus der Erfahrung abge- 
leitet werden kann. 

Die Entstehung der Fehler im Allgemeinen kann sonach aus 
den Schwingungen einer gar nicht sehr bedeutenden Anzahl von 
Elementen erklärt werden, wobei es sich von selbst versteht, dafs 
hier nur solche Fehler in Betracht kommen, welche recht eigent- 
lich in das Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung fallen, bei 
welchen also ein nachweisbarer Grund der Entstehung nicht an- 
genommen werden kann. 



Druck von G. Bernstein in Berlin. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



.mm 




Digitized by 



Google 



